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Capitulo 1

Introduccion

Un experimento se lleva a cabo con el objeto de extraer conclusiones generales a partir de la
observacién de un ntimero limitado de casos, es decir, a partir de una muestra. Interesa que los casos
analizados proporcionen una informacion suficiente y representativa acerca de toda la poblacion. A
primera vista se aprecia que dicha fiabilidad crece con el aumento de casos observados, y es cierto,
pero en la préactica dicho ntimero estara limitado por factores econémicos, temporales, de falta de
recursos, etc. Ademds el tratamiento estadistico de estos datos se complica con el aumento del
nimero de casos observados.

De lo dicho anteriormente se desprende la necesidad de optimizar los resultados finales emple-
ando para ello las observaciones experimentales oportunas y estrictamente necesarias. El diseno
optimo de experimentos, como su propio nombre indica tratara de disenar un experimento de for-
ma que se alcance la inferencia estadistica mas precisa posible con el minimo coste. Un estudio
apropiado sobre el mejor disefio experimental mejora en gran medida la estimacién en los modelos
de regresién.

Antes de seguir adelante conviene precisar claramente qué entendemos por experimento cientifi-
co. Se podria dar una definicién de experimento cientifico como un conjunto, mas o menos complejo,
de actividades realizadas con el fin de alcanzar un conocimiento profundo acerca de un objeto. Se
trata pues de un proceso cuyos resultados no se conocen de antemano con certeza.

El siguiente ejemplo nos mostrard la importancia de hacer un buen diseno del experimento:

1.1. Ejemplo ilustrativo

Se trata de obtener el peso de dos objetos. Para ello disponemos de una balanza tradicional
con dos platos y la posibilidad de hacer dos pesadas. Se supone que el error de pesada o error
experimental, ¢, sigue una distribucién N(0,¢?), de modo que si P es el peso real de un objeto e
y es la medida que da la balanza el modelo es:

y=P+e¢

El diseno clasico de experimentacién consistird en pesar separadamente los dos objetos y obser-



6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

var y1 e Y2, que seran las mejores estimaciones de los pesos. Se trata de las estimaciones méaximo
verosimiles, que son centradas y de varianza o®. Ademds dichas estimaciones son independientes,
por serlo las pesadas. Eso significa que ambas estimaciones son incorreladas. En la Figura 1.1 se
muestran las dos pesadas.

Figura 1.1: Diseno clésico
Veamos que existe un disefio experimental que proporciona una varianza menor de los esti-
madores. Consistird en utilizar los dos objetos en las dos pesadas. En la primera se colocan los dos
en el mismo plato y en la segunda en platos distintos, de modo que se obtienen los pesos:
y3 = Pa+ Pp+¢e1
Yyas = Pa— Pp+e2

Y la estimacién mejor de los pesos (EMV) es:

Py Y3 + Ya
2

5 Ys — Y4

Pr =

B 2

Se trata de estimadores centrados cuya varianza es:

. . 1_, o2
var(Py) = var(Pp) = 120 =5

Por tanto se consigue disminuir la varianza de los estimadores a la mitad haciendo un uso éptimo
de la informacién experimental. En este caso las estimaciones de los dos parametros son también
incorreladas:

cov(Pa, Pg) = 1/4{cov(y3,y3) — cov(y3,ya) + cov(ys, ya) — cov(ys, ys)} = 0

y puesto que la distribucién conjunta de las dos estimaciones se ha supuesto normal, entonces seran
también independientes. En la Figura 1.2 se muestran estas dos pesadas.

Figura 1.2: Diseno mejorado
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1.2. Etapas del diseno 6ptimo de un experimento

Mediante el experimento cientifico obtenemos unas obseraciones que nos van a permitir ajustar
un modelo al objeto de estudio. Dicho modelo debe contener una descripcién del estado del objeto
observado. Estamos interesados en el modelo de regresion, en el que se conoce de antemano el
conjunto de puntos observables. Un estado se definira como la funcién que asigna a cada punto de
este conjunto la media de las cantidades observadas en él. Estas cantidades seran consideradas como
variables aleatorias. La eleccién del modelo para la busqueda del diseno éptimo es un problema
abierto que no tiene una solucion general. Interesa buscar un disefio que dé estimadores precisos
para el modelo elegido, y que simultdneamente proporcione proteccién contra modelos inadecuados.
Un buen diseno en un determinado aspecto puede no serlo tanto en otro. Por tanto el diseno optimo
de un experimento se desarrolla en las tres etapas siguientes:

1. Eleccién del modelo de regresion.
2. Eleccién de un criterio de optimizacion; esto exige confrontar la teoria con la situacion real.

3. Utilizacién de un algoritmo para el calculo del diseno 6ptimo. Eso necesitara la medicion de
la distancia que separa el disefio éptimo de los disenos que vamos obteniendo en cada paso.

1.3. Panoramica historica del diseno 6ptimo de experimentos

Hagamos una pequena introduccion histérica para situar el tema. El primer trabajo en diseno
6ptimo de experimentos fue publicado el afio 1918 por una mujer, Kirstine Smith [189]. Propuso un
criterio para la regresion polinomial, que més tarde, en 1959, fue llamado G-optimizacién por Kiefer
y Wolfovitz, [128]. Sin embargo ha sido a partir de los anos cincuenta cuando se ha comenzado a
trabajar en mayor medida en este tema. El punto de arranque para el desarrolo de esta teoria fue
la matriz de dispersién obtenida por el método de los minimos cuadrados, también llamada matriz
de informacién. El disefio 6ptimo de experimentos se desarrolla en dos corrientes paralelas. Por una
parte G. E. P. Box y sus seguidores (N. R. Draper, J. S. Hunter, Lucas, Wilson y otros) basan
su trabajo en la matriz de dispersion para valorar la eleccién de los puntos de observaciéon. Desde
este punto de vista la generalizacién a funciones no polinémicas se hace problematica. Por otro
lado J. Kiefer propondra el empleo de funcionales de la matriz de dispersién como posibles criterios
de optimizacién. Algunos de sus seguidores son Atwood, Covey-Crump, Silvey, Fedorov, Karlin,
Studden, Whittle, Wynn,...

En 1943 Wald, [210], establece el criterio de maximizacién del determinante de la matriz de
informacién. Mas tarde Kiefer y Wolfovitz le daran el nombre de D-optimizacién y extenderan su
utilizacién al modelo de regresién mas general. Diez afios después Chernoff, [56], utiliza el teorema
de Taylor para linealizar modelos no lineales. Emplea para ello un valor inicial de los pardmetros y
el criterio de la maximizacién de la traza de la matriz de informacién, que ya habia utilizado Elfving
en 1952, [70]. Dos anos més tarde De la Garza, [62], demuestra que para un modelo polinémico de
grado m — 1 y dado un diseno con més de m puntos en su soporte, siempre existe otro disefio con
m puntos en su soporte y que tiene la misma matriz de informacién. Kiefer en 1959 corregird esta
demostracién. En 1955 Ehrenfeld, [68], establece un nuevo criterio de optimizacién que consiste en
maximizar el minimo autovalor de la matriz de informacién.
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En 1958 Hoel, [107], comprueba en algunos casos que los criterios de Smith y de Wald dan los
mismos resultados. Con esto se muestra precursor del teorema de equivalencia dado por Kiefer y
Wolfovitz en 1959, [128]. También en 1958 Guest, [96], demostré que en la regresién polinomial el
disenio 6ptimo obtenido con el criterio de Smith tiene su soporte en los ceros de la derivada de un
polinomio de Legendre.

Kiefer y Wolfovitz han contribuido en gran medida al diseno éptimo de experimentos. A ellos se
deben dos grandes resultados: la idea del diseno como medida y el teorema de equivalencia. También
proviene de ellos la consideracién del problema de optimizacién parcial cuando no interesa o no es
necesaria la optimizacion de todos los parametros. Kiefer extiende el teorema de equivalencia a esta
situacién. Sugieren también en 1959, [128], el empleo de la teoria de juegos para la construccién
de disenos. Sin embargo, parece mas tutil esta teoria para la verificacién de la optimizacién de un
diseno dado que para su construccién. Kiefer y Wilfovitz en 1960-61, [129] y [123], dan ejemplos
de la construccién de disenos D-éptimos, pero no establece un método general. Fedorov y sus
seguidores son los primeros en desarrollar un método general para la construccién del diseio D-
optimo. Demuestran también que dicho algoritmo converge y dan un valioso procedimiento para
calcular la matriz de informacion y su inversa en cada paso a partir de los cédlculos hechos en el
paso anterior.

En 1959 G. E. P. Box y Lucas, [41], aplicaron el criterio de D-optimizacién en modelos no lineales.
Usando un argumento geométrico obtienen disenos de m puntos para modelos de m pardmetros.
Demuestran que el diseno D-6ptimo maximiza el volumen del simplex definido por la imagen del
diseno.

En 1965 G. E. P. Box y Hunter, [40], obtienen un algoritmo para la determinacién del diseno
D-6ptimo en el modelo no lineal. Se trata esencialmente de una aplicacién de la versiéon de Wynn
del teorema de equivalencia. Al ano siguiente Karlin y Studden, [120], extienden y simplifican los
resultados de optimizacion parcial, en particular cuando la matriz de informacion es singular. En
1967 Draper y Hunter, [66], discutieron el problema de seleccionar distribuciones de pardmetros
a priori con el objeto de obtener disefios para modelos no lineales. Un ano mas tarde Atkinson y
Hunter, [14], extendieron los resultados de Box y Lucas al caso en que el disefio toma méas de m
puntos. En 1968-70 M. J. Box ([42], [43], [44] y [44]) da algunos resultados adicionales para disenos
no lineales. En 1969 Atwood, [15], obtiene mejores resultados en optimizacién parcial, y estudia el
papel de la simetria en diseno 6ptimo.

El célculo del disenio 6ptimo no es facil de implementar. Por este motivo Nalimov et al en 1970,
[156], y Box y Draper en 1971, [46], restringen el disefio a un nimero fijo de observaciones N, y
hablaran de DN-optimizacion y de GN-optimizacion, pero entonces no se cumplira el teorema de
equivalencia, y por tanto no se puede aplicar el algoritmo de Fedorov. Otros autores desarrollaran
algoritmos para su obtencién, pero sin garantizar la convergencia. En 1972 Wynn, [220], extiende el
algoritmo, que él mismo habia creado poco tiempo antes, a la optimizacién parcial de los pardmetros.
Esta basado en la extension del teorema de equivalencia.

Por su parte Silvey y Titterington en 1973, [187], dan una interpretacién geométrica del diseno
o6ptimo y plantean un algoritmo para obtener un diseno D-éptimo en el espacio dual. En este mismo
ano White, [214], extiende el teorema de equivalencia a disefios para modelos no lineales. En 1974
Kiefer, [124], da otros resultados de equivalencia para otros criterios. Cuatro anos mas tarde Wu
y Wynn, [218], dan condiciones generales para la convergencia de los algoritmos para la obtencién
del diseno 6ptimo.
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En 1980 Hill, [106], demostré que si un modelo no es lineal en alguno de los pardmetros,
entonces el diseio D-6ptimo no depende del valor de los pardametros en que es lineal. En 1982
Currie, [60], compara diversos disefios para estimar los pardmetros en la ecuacién de Michaelis-
Menten, frecuentemente utilizada en cinética de enzimas. Un afo més tarde Abdelbasit y Placket,
[1], trabajan con modelos de regresién logistica y obtienen disefios que maximizan la informacién
sobre los pardmetros en el modelo. Otros desarrollos recientes se deben a Atkinson (1982, [9]),
Pazman (1980, [166]), ... El articulo de Ash y Hedayat (1978, [7]) es una amplia recopilacién de la
bibliografia sobre diseno 6ptimo hasta ese momento. Una buena introduccién al tema la hacen John
y Draper en 1975, [117]. Los libros de Fedorov (1972, [74]), Silvey (1980, [186]), Pdzman (1986, [168])
y los recien editados de Atkinson (1992, [10]) y Pulkenseim (1993, [173]) son un buen compendio
de los resultados mas importantes obtenidos hasta esos momentos. En 1985 se publicé un libro
recogiendo una coleccién de articulos de Kiefer sobre disefio 6ptimo de experimentos (vase [50]).
Dicha coleccion es de un inestimable valor para los investigadores en esta materia.

El uso de la informatica en los diversos campos de la estadistica supone un avance considerable.
En particular, en el diseno éptimo de experimentos los primeros que investigan sobre esto son G. E.
P. Box y Hunter en 1965, [40], para modelos no lineales. La ayuda del ordenador fue estimulada con
el fin de conseguir disenos éptimos exactos en N pruebas. El algoritmo informético més popular
es DETMAX, desarrollado por Mitchell en 1974, [149], para la busqueda de disenos D-6ptimos. En
1980 Galil y Kiefer, [86], hacen algunas modificaciones. En 1982 Welch, [211], desarrolla un nuevo
programa mas completo. Atkinson (1992, [10]) propone un programa para disenos exactos.

Paralelamente en 1974 Snee y Marquardt, [190], desarrollan el programa XVERT para el diseno
6ptimo en mixturas de modelos. En 1983 Nigam y Gupta, [161], proponen una nueva versién de
este algoritmo.

1.4. Contexto del diseno 6ptimo

En lo que sigue utilizaremos modelos de regresién con observaciones incorreladas. El modelo
vendrda determinado por los integrantes que describimos a continuaciéon. En primer lugar hemos de
especificar el conjunto de puntos observables, donde valoran las llamadas variables controlables.
Dicho conjunto recibe el nombre de espacio del diseno o dominio experimental y serd denotado
por X. En la préctica el espacio X va a ser un subconjunto compacto de un espacio euclideo (con
frecuencia un intervalo de la recta real). Por este motivo no constituye restriccién grave suponer
desde ahora en adelante que dicho conjunto es compacto.

Entenderemos por estado, 6, una funcién que asigna a cada punto de X el promedio de las
cantidades y(x) observadas en él. Estas cantidades son variables aleatorias que dependen de la
inestabilidad de las condiciones, siendo su varianza conocida:

o*(x) = E({y(z) — Ely()]}?)

mientras que la esperanza, E[y(x)], es desconocida. Un buen diseno tratard de reducir al minimo
la influencia de la inestabilidad de las condiciones.

El modelo de regresién puede expresarse de la formas:

0(x) = El(y(2)] = n(z),z € X
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o bien, escrito de otra manera:
y(x) =n(z) +e(x),r € X y siendo Ele(x)] =0

donde la funcién 7 se conoce como superficie respuesta o funcion de regresion. Habitualmente
supondremos que dicha funcién es parcialmente conocida, es decir, que estd dentro de una familia
paramétrica de funciones:

77(95) - 77('%'7 a)

donde los pardmetros o' = (aq,...,q;) € R™ son desconocidos y su especificacién determina
totalmente a 7. Sin embargo no es la estimacion de estos pardmetros lo que perseguimos, sino mas
bien disenar el experimento de forma que dicha estimacion sea éptima.

El caso mads interesante, y que trataremos especialmente es el modelo lineal con observaciones
incorreladas. El problema se plantea de la forma siguiente:

0(z) = Ely(z)] = o' f(x) = a1 f(x) + ... + amfm(2),z € X
donde f!(z) = (fi(),..., fm(z)) es una funcién vectorial continua y conocida.

Por tanto el modelo de regresion lineal con observaciones incorreladas viene determinado por
una terna (X,0,0) donde X es un espacio métrico y compacto, © es un R-espacio vectorial de
dimension finita m, compuesto por funciones reales y continuas definidas en el conjunto X. Siempre
se puede conseguir que las funciones f1(z),..., fi(x) formen una base de este espacio. Basta para
ello tomar una base del espacio vectorial O, y redefinir el problema con nuevos pardmetros. El
espacio vectorial © serd llamado espacio de estados. Por su parte o serd una funcién positiva y
continua. Ademas las observaciones y(x),z € X, son variables aleatorias incorreladas.

Si de antemano suponemos que el nimero de observaciones que podemos realizar es N, lla-
maremos diseno de tamano fijo o disenio exacto de tamano N a una sucesiéon de N puntos de X:
z1,...,rN; donde eventualmente podrian coincidir algunos de ellos. Con el objeto de no repetir
puntos denotaremos por IV, el niimero de observaciones realizadas en el punto x. Podemos entonces
asociar a este diseno la medida discreta:

Ny
£(z) = NoE eX
Esto sugiere una definicién mas general de diserio aprozimado o asintdtico como una medida discreta
de probabilidad, &, en X con soporte finito.

Cabria aun una definicién mas general del disefio como una medida de probabilidad cualquiera,
en cuyo caso suele denominarse diseno continuo. En la practica no nos interesan estos dos tipos
de diseno, ya que no es posible realizar infinitas observaciones o un nimero decimal, N, = N¢{(x)
de ellas. No obstante son convenientes para demostrar ciertas propiedades. Ademads eligiendo N
suficientemente grande, podremos aproximar un disefio de estas caracteristicas a uno exacto.

El soporte de un diseno £ se denotara por:
Xe={r e X :{(x) >0}

Como ya hemos apuntado mas arriba, los mejores disenos serdn aquéllos que en algin sentido min-
imicen la varianza de los estimadores de los pardmetros, que son el objeto iltimo de un buen diseno



1.4. CONTEXTO 11

experimental. Puesto que no podemos minimizar todas las varianzas simultaneamente, trataremos
de minimizarlas en algin sentido. Cual es el criterio méas apropiado dependerd de cada caso concreto.
Mas adelante analizaremos los distintos criterios que se emplearan con este fin.

Ejemplo 1.1

1. Continuando con el ejemplo del primer capitulo vamos a tratar de identificar los conceptos
definidos anteriormente:

Podemos considerar como dominio experimental el conjunto X = {x1,x9,x3,24}, donde los
puntos observables, correspondientes a las posibles pesadas, vienen definidos de la forma:

1= Se coloca el objeto A en un plato.
xo= Se coloca el objeto B en un plato.
x3= Se colocan los dos objetos en un plato.
x4= Se coloca un objeto en cada plato.

Se podrian considerar otras posibles pesadas haciendo la precisién de si el o los objetos se
colocan en un plato o en el otro, pero esto conduce a los mismos pesos cambiados de signo.
Por tanto no ser necesario considerar este caso.

El modelo lineal utilizado es el siguiente:
y(x) = fi(x)Pa + fo(z)Pp +e(z),z € X

0(x) = Egly(z)] = fi(z)Pa + fo(z) P,z € X
es decir, el espacio vectorial de estados sera:
© = {f1Pa+ foPp : (Pa, Pp) € (0,00)*}

donde la funcién f = (fi1, f2) viene definida de la forma siguiente:

f(z1) = (1,0), f(z2) = (0,1), f(x3) = (1,1) y f(za) = (1,-1)

La funcin f es continua en X, que es discreto y por tanto toda funcin es continua. Uno de los
requerimientos del problema es que no se pueden hacer més de dos pesadas. Esto significa que
estamos buscando un diseno exacto de tamano 2. El diseno clasico tomaba la base candnica
f(x1) = (1,0), f(z2) = (0,1), sin repeticién de ninguna de las dos pesadas, es decir, se trata

del diseno:
£ = ry T2
7Y 1/2 1/2

mientras que el diseno mejorado seria el siguiente:

2= { 1x/32 13;42 }
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Establecemos ahora algunos tipos de modelos de uso frecuente en la literatura:

Modelo de observaciones directas: © = {aj : @ € R, donde j(z) = 1,z € E}. De este modo

Ely(xz)] = a + e,z € E. En este modelo el interés se centra en la estimacién directa de la
cantidad observada, que se supone constante en todos los puntos observables de X.

Modelo de observaciones indirectas: © = {>-7"; a; fi : (a1,..., ) € R™}, donde fi,..., fim

son funciones continuas y linealmente independientes. Como hemos visto, todo modelo lineal
con observaciones incorreladas puede reducirse a éste.

Modelo con enparejamiento lineal: X finito,

0={0ecC(X): Zbi(x)ﬁ(x):Oparaizl,...,q} (1.1)
TEE
siendo b1, ..., b, funciones linealmente independientes. Con este modelo se busca discriminar

cules de las funciones que verifican las condiciones impuestas en (1.1) son las que mejor se
ajustan a los datos observados. Un ejemplo seria el siguiente:

O =1{0cc(-1,1]):0(-1)=0(1) y (0) = 0}

En este caso se estd imponiendo la condiciéon de que las funciones a ajustar tomen valores
idénticos en los extremos y que pasen por el origen. Estas restricciones pueden ser datos que
se conocen a priori y que se muestran convenientes para obtener un ajuste adecuado.

Modelo de observaciones indirectas bajo restricciones lineales:

m m
@:{Zaifi:ZBkjozj:()parakzl,...,q}
i=1 j=1

siendo Bj; ntimeros dados tales que el rango de la matriz:

BH e Blm
By ... Bym
sea maximo. Este modelo se podria reducir a un modelo lineal de observaciones indirectas

reduciendo el nimero de parametros a m — q.

Modelo de regresién spline: Sea X = [a,b] y sea una particon del intervalo zp = a < 71 <
... < x = b. Supongamos que fl(z), ey T(rf) son funciones linealmente independientes en el
intervalo [x;_1,x;],i = 1,..., k. El espacio de estados serd:

O = {9€CX) b 0y iV 1),
lim, 200 — gy POk 1,5=0,...,1)

T—T] —x, oxi

Es un modelo de regresién a trozos que conecta con suavidad en los extremos de los intervalos
de la particién. Para j = 0 tenemos la condicin de continuidad, mientras que para j = 1
tenemos la de diferenciabilidad. Asi, en el intervalo [z;_1,z;] el modelo serd de la forma:

R SN O {O)
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A modo de ejemplo supongamos que X = [0,2] = [0,1]U[1,2], y que el modelo es E[y(z)] =
ai+asren X =[0,1] y Ely(z)] = frz + B2 en X = [1,2] para j=1. Se tendrn las siguientes
condiciones de unin:

ag = P11+ 302
ar +az = [+ fa
y habra que estimar solamente dos parmetros.

Modelo del Andlisis de la Varianza con dos factores:

X ={@G,j):ie{1,...,v},j€{1,...,b}}

©={0(i,j) =p+ai+8:Y ai=»_ B;=0}

Cada punto observable determina en qué categoria se ha de introducir el individuo observado.
El valor observado dependerd, en principio, de los dos factores, que pueden tomar cada uno
v y b valores respectivamente. No se considera interaccin entre los factores.

Este caso podra reducirse al modelo de observaciones indirectas con restricciones lineales.
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Capitulo 2

Estimadores de funcionales lineales

En muchas ocasiones va a resultar mas interesante estimar determinadas relaciones entre los
parametros que estimar cada uno de ellos. Esto sugiere la siguiente definicién de funcional lineal,
g, como una funcién lineal del espacio de estados en la recta real:

g:0— RN

Supondremos que la aplicacién g tiene como matriz asociada en la base {fi,..., fi;,} de © el vector
ct = (c1,...,cm). Es decir, dado un estado:

0(x) = aifi(z)
i=1

entonces g(f) = ale.

Buscaremos entonces una buena estimacién de g(f). Su valor serd calculado a partir de los datos
experimentales, utilizando para ello una funcién lineal de las variables respuesta:

N
Z a;y(xi)
i=1

donde a1, ...,an son ciertos coeficientes que habra que determinar bajo ciertas exigencias. A esta
funcién se le llamara estimador lineal de g. Diremos ademas que es un estimador centrado siempre
que:

N
E[Y " aiy(zi)] = g(0)
=1

Diremos que g es estimable si existe al menos un estimador lineal centrado de g. El mejor
estimador lineal centrado serd aquél que tenga minima varianza (BLUE, the best linear unbiased
estimator), es decir, el estimador:
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tal que:

N N N
V&I“[Z a’y(z;)] = min{var[z aiy(z)] : (a1,...,ay) € RV, E[Z a;y(z;)] = g(0),0 € ©}
=1 =1 i=1

es decir, dicho estimador vendra dado por los coeficientes a tales que:

N N N
Za;&a? = min{z Zo?:(ar,...,ay) e RY, Zaﬂ(mi) =g(6),0 € ©}.
i=1 i=1 i=1

Nos interesa obtener una expresién explicita de estos coeficientes. A ello, como un primer pa-
S0, va encaminada la definicién que daremos a continuaciéon. Dado un disenio de tamano fijo NV,
utilizaremos la siguiente notacion:

Y = (y(z1),...,y(zn))
C = (ay,...,an)"

filz) oo fm(21)

S
I

filen) oo fm(zwn)
Definicion 2.1 La matriz de informacion de un diseno exacto x1,...,x N, se define como la matriz:
M=X'2"1Xx

donde ¥ = diag(c?(x1),...,0%(zN)).

Por construccion esta matriz es simétrica y semidefinida positiva:
WMu = u' X' Xu = (272 X0) (272 X)) =|| 27V2 X ||?> 0,u € R

Teniendo en cuenta que esta matriz es la inversa de la matriz de covarianzas, se podra haber
concluido que es semidefinida positiva.

Hasta ahora hemos definido la matriz de informaciéon y hemos calculado los estimadores utilizan-
do disenos exactos. Esto lo generalizaremos a continuacién para disenios aproximados o asintéticos.

Definicion 2.2 Se define la matriz de informacion asociada a un disenio aproximado & como la
matriz de orden m:

M(€) =) fla)f'(x)o*(x)¢(x)

zeX

Observaciéon 2.1 Puede darse una definicion andloga en cuanto a la matriz de informacion de
un disenio continuo. A partir de ahora utilizaremos solamente disenos aprorimados o asintdticos y
los denominaremos simplemente disenos. Si & es un disenio exacto x1,...,xN entonces segun esta
nueva definicion de matriz de informacion asociada a un diserio en general tendremos:

M) = 3 ) fi(wo@)N, = oM

zeX N
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En muchas ocasiones suponer que la varianza de las observaciones es uno, o*(z) = 1, no
supone una pérdida de generalidad, sin mds que sustituir o~ (2)0(x) y o~ (z) f(x) por 0(z) y f(x)
respectivamente. De este modo el error sigue teniendo esperanza nula y la varianza del nuevo modelo
se hace igual a uno. En este caso la matriz de informacion quedard:

M) = fla)f'(x)é(2)

zeX

En lo que sigue se supondrd siempre que o(x) = 1, salvo que se especifique lo contrario.
Ejemplo 2.1

Continuando con el modelo del ejemplo estudiado en el primer capitulo y con los dos disenos
propuestos, calculamos ahora las matrices de informacion asociadas a ellos:

o2 o2 1
w57 (3o (2o (% 1)

o2 o2 1
M(@)—z(})(1,1>+2<_11)<1,—1>—<§ 0)

Supongamos ahora que estamos interesados en estimar la suma de los pesos de los dos objetos, es
decir, el funcional lineal g(8) = P4 + Pp, de modo que ¢ = (1, 1). Puesto que tanto los estimadores
de P4 y Pp obtenidos a través del diseno cldsico como los obtenidos a través del diseno mejorado
eran centrados entonces ]3A + PB serd un estimador centrado de g. Ademas dicho estimador es
combinacién lineal de yo, . . ., y4 en ambos casos. Se deduce por tanto que g es estimable. Buscaremos
el BLUE. Para ello hemos de minimizar la funcion:

{ War, .. a0) = YLy 202

con la restriccién Y1 aif(z;) = g(b)

Puesto que 0(x1) = Py, 0(x2) = Pp, 0(x3) = Pa+ Pp y 6(x4) = P4 — Pp, la restriccin se reduce a
a1Ps+asPp+a3(Pa+ Pp)+as(Ps— Pg) = Ps+ Pp. Puesto que ha de cumplirse para todo posible
valor de los parmetros P4 y Pp igualando los coeficientes de estos tendremos las dos restricciones
correspondientes que dan lugar al problema de programacin cuadrtica con restricciones lineales
siguiente:

2

minZ?zoci
1—a1—a3—a4:O

con
l—as—az+a4 =0

Resolviendo este problema con los multiplicadores de Lagrange, obtenemos la solucién siguiente:
a] = 1/3,0,2 = 1/3,a3 = 2/3,@4 =0

de modo que el BLUE de g es:
9=y1/3+y2/3+2ys3/3

y su varianza:
var(g) = 20°/3
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Notacién 2.1 Sea A una matriz cualquiera de orden m. Se definen los conjuntos siguientes:
M(A) ={Au:ue R™}
NA) ={ueR™: Au =0}
que son los subespacios imagen y nicleo de la aplicacidon lineal asociada a la matriz A.

El conjunto de todos los disenios en el modelo se denotard por =, mientras que el conjunto de
todas las matrices de informacion serd:

M= {M(¢): ¢ € =)

El conjunto M tiene en general una estructura mds sencilla que el conjunto =. De hecho, como
veremos en la siguiente proposicion, M es un subconjunto convexo de un espacio euclideo, el de las
matrices cuadradas de orden m y simétricas. Ademds la varianza de un estimador serd funcion de
la g-inversa de la matriz de informacion.

Proposicion 2.1 El conjunto M es convexo.

Demostracion: Sean £, € Zy 0 < A < 1, entonces:

(1 =AM (&) + AM (§2) = M[(1 = A& + A§2] € M

Proposiciéon 2.2 1. La matriz de informacion es simétrica y semidefinida positiva.

2. Si & tiene menos de m puntos en su soporte, entonces det M (&) = 0.

Demostracion:

1. La definicién de la matriz de informaciéon muestra directamente que se trata de una matriz
simétrica. Ademas, sea u vector de "™, entonces:

uM(€u =) u'f(x)f (2)uo2(2)§(@) = Y | u'f(2) I o(2)(2) > 0

xeX zeX
2. Supongamos que £ tiene en su soporte k < m puntos: z1,...,xg. En el desarrollo del deter-
minante apareceran siempre al menos dos columnas iguales y por tanto el determinante ha

de ser cero.

Observacién 2.2 Deduciremos ahora una expresion explicita del determinante de la matriz de
informacion. Para simplificar la notacion supondremos que o(x) = 1. En primer lugar trataremos

el caso en el que el soporte se reduce a m puntos, X¢ = {x1,...,2m}. Llamaremos:
mi; =Y filwr) fi(ze)é(xr)
zeX

aix = fi(wp)§(xr), bjp = fi(ar)
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Denotando A = (a;) y B = (bji) tendremos la siguiente expresion:

det M (&) = det Adet B = H &(xx) det[fi(x)]? (2.1)
k=1
En el caso mds general en que X¢ = {x1,...,2,} con r > m tendremos:

det M(€) = det[{3 %= fi(ze) fi(wr)é(zr)}] = X es, det[{ fi(2r(j)) fi (@))€ (@) ] =
Yres, 1je1 E(@rgy) det[{ filzr ()} = Xni < <ho E(@hy) - - - E(@,, ) det[{ fi(g, )}

donde hemos llamado S, al grupo simétrico de las permutaciones de orden r. La tercera igualdad
se ha obtenido a partir de (2.1).

Ejemplo 2.2

Sea el modelo con dos pardmetros 0(z) = af(x) + Bg(z),0%(z) = 1,7 € X. El determinante de la
matriz de informacién asociada a un diseno cualquiera sera:

_ NE(x;) de fai) f(@j) 2_
det M(¢) = i &(@m)( z>dt<g<m> g(m’)) B

Yicj S (@) f (xi)g(xy) — fla)g(xi)]?
Observacion 2.3 La siguiente proposicion nos dard una expresion explicita de la varianza del

BLUEFE del funcional g. Para ello se hard uso de la inversa generalizada de una matriz.

Dada una matriz cualquiera, A, diremos que A~ es una inversa generalizada o g-inversa cuando
AA~A = A. Otra definicion equivalente a ésta es la siguiente: A~ es una inversa generalizada de A
st A”u satisface la ecuacion Az = u para cada u de M(A). La inversa generalizada existe siempre,
pero en general no es unica. Si A es cuadrada y reqular entonces la inversa generalizada coincide
con la matriz inversa.

Cuando la matriz A es simétrica, existe una g-inversa muy particular, debida a Penrose, y que
denotaremos por AY. Esta matriz es la uinica que verifica lo siguiente:

L J 0 siueN(A
Au_{wu siu € M(A)

donde w, es el unico vector de M(A) tal que Aw, = u.

Ejercicios.- Demostrar que:

1. Las dos definiciones de inversa generalizada son equivalentes.

o

Siempre existe la inversa generalizada.
3. Dar un ejemplo en el que la inversa generalizada no sea tnica.

4. Si A es simétrica entonces existe un unico vector w, de M(A) tal que Aw, = u.
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5. AT es una g-inversa de A y ademds ATAAT = AT,

Proposicién 2.3 1. g es estimable para el diseno & si, y solo si c € M[M(§)]. Entonces existe
un unico vector z. € M[M(&)] de modo que ¢ = M (§)z.. La varianza del BLUE es:

var(g) = N71ZM(€)ze=N"t¢M~(§)ce=N"1 sup{agi\tfzga rae R M(E)a#0}) =
N~tsup{2cla — a'M(£)a : a € R™}

2. Si g1y g2 son funcionales estimables, entonces:

cov(g1, g2) = N_lcth_ (&)co

Demostracion.- Bastar tener en cuenta que:

Ecté = ctEﬂAc

tE* tEA
o t R o Cl ﬂC]_ Cl ,862
2(01,02)%’ = (c1,c2) 25(01’02) o < ngﬁcl 652362

Observacion 2.4 La definicion general de funcional estimable hacia referencia a un diseno exacto.
Ast ha de entenderse la proposicion anterior. Estos resultados sugieren la siguiente definicion:

Definicion 2.3 Dado un diseno & y un funcional g, se define la varianza generalizada de g respecto

del diserio & como:

vareg = sup{a(]c\;aga ca e R M(Ea #0}

que puede también escribirse de la forma:

vareg — AM=(&)e  sice M[M(E)]
: o0 sicg MIM(E)]

y se define la covarianza de dos funcionales g1 y go respecto de & como:

cove(g1,92) = A M~ (&)ea

Estamos interesados en buscar ¢ de manera que se haga minima esta varianza. A este fin van
encaminadas las siguientes proposiciones, cuya demostracién se omite.

Proposicién 2.4 Si M(&) > M(n), es decir M(§) — M(n) es semidefinida positiva, entonces
vareg < varyg cualquiera que sea el funcional lineal g definido en el espacio de estados. Reciproca-
mente, si vareg < var,g entonces se cumple que:

MM (&)] D MIM (n)] y u'M(&)u > u' M (n)u, u € M[M(n)]

Proposicién 2.5 M (&) = M(n) si, y sélo si vareg = varyg, para cada funcional lineal, g, definido
en el espacio de estados.
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Proposicién 2.6 Si M (&) y M(n) son regulares, entonces:
M(&) > M(n) = vareg < varyg, para cada funcional g

Ademds:
M(&) > M(n) <= vareg < varyg, para cada funcional g # 0

Proposicién 2.7 Si A\ (&) < ... < \p(§) son los autovalores de M (), entonces:

k k
Z)\i(f) > Zx\i(n),k =1,...,m <= vargg < varyg, para cada funcional g
i=1 i=1

Z)\i(ﬁ) > Z)\i(n),k =1,...,m <= vareg < var,g, para cada funcional g # 0

Teorema 2.1 (Caratheodory) Sea T un subconjunto de un espacio euclideo de dimension k.
Todo punto del cierre convexo de T':

n(z) n(z)
CO(T) = {Z = Zﬁztz 1 B; € [0, 1], Zﬂl =1, € T}
i=1

i=1
puede ser expresado como una combinacion convexa de a lo sumo k + 1 puntos del conjunto T. Es
decir, dado un elemento q de Co(T), existirdn

k+1

[ZERRERY2 TS eT Y75 Vk+1 € [071] con 272:1
i=1

tal que:
k+1

q= Z Vili
i=1

Este resultado puede verse facilmente en el siguiente ejemplo donde T es un conjunto de 4
puntos no alineados en el plano. En este caso cualquier punto de C'o(T") se encuentra en un tringulo
formado por tres de ellos, como se muestra en la Figura 2

Proposicién 2.8 Si T' es un conjunto acotado de R* entonces Co(T) es compacto en R¥.
Corolario 2.1 M es compacto.

Demostracion: Definimos:
S={f(@)f'(z):x € X}
que es imagen de X por la aplicacién continua:
X — R | o — f(z)f(x)
y por tanto S es también compacto. Por la Proposicin anterior M = Co(S) también lo seré.

Damos a continuacién un resultado, muy interesante en cuanto a la busqueda del disenio 6ptimo
mas sencillo, basado en el teorema de Caratheodory, y que es debido a Karlin S. y Studden W. 1.
([120], pg 787).
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Figura 2.1: Teorema de Caratheodory

Proposicién 2.9 Dado un diserio cualquiera & existe otro diseno n tal que M(§) = M(n) y cuyo
soporte tiene a lo sumo % + 1 puntos.

Demostracién: Definimos el vector:
a(z) = (fi(z)fi(z) : 1 <i<j<m)

A todo elemento de Co{a(x) : x € X} se le puede asociar una matriz de informacién univocamente.
Por el teorema de Caratheodory para el diseno & existira entonces:

m(m+ 1)

1
5 +

w01 yze X k=1,...,

:Ul l‘z DY
gz
Moov2
m(m-+1
mimtl) 11

ME) = > wflze)f (zr)

k=1

de modo que definiendo:

se obtiene la matriz de informacin:

Ejemplo 2.3

Siguiendo con el ejemplo 2.1 veamos que la varianza del BLUE de g calculada més arriba puede
obtenerse a partir de la férmula dada en la proposicién 2.3 para el diseno uniforme concentrado en
L1y-.-54:

var(§) = NV M(€)z = N7 M (€)e = £ (1L)M(€) ( : )

Hemos de calcular una matriz g-inversa de la matriz de informacién asociada al disefio:

5 _{ I T2 I3 Ty }
07 1/4 1/4 1/4 1/4
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de modo que:

0'2 0'2
w0 (3 9) (1)

Ademis en la proposicién I1.4 de [168] se da una férmula para el cdlculo del BLUE de g, que hemos
calculado maés arriba:

0.2
9= NM~ (&) f(@i)o > (xi)ys = 5 (L1 < (1) (1) ) F(@i)o ™y = y1/3+ y2/3 + 2y3/3
=1

La varianza generalizada seria:

5 2 10 2
- Fon(3 ) (1)

Veamos ahora que M (&) < M(&2). En efecto, la matriz:
% 0
M(&) — M(&) = < r s )
202

es definida positiva. Podemos deducir de aqui que varg,(g) < varg, (g), que se comprueba haciendo
los calculos:

2 2
varg,(9) = (1.1) ( T o ) ( 1 ) — 2% < varg,(9) = (1,1) ( PN ) ( } ) = 407

En este ejemplo buscamos el estimador de mnima varianza suponiendo que podemos tomar
observaciones en los cinco puntos. No hemos considerado todava el problema de encontrar el diseo
que produce mnima varianza.
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Capitulo 3

El modelo no lineal

Hasta ahora hemos supuesto que el espacio de estados © tenia estructura de espacio vectorial.
Es decir, que dada una base {fi(x),..., fm(z)} de este espacio, todo estado podia ponerse de la
forma 6 = o' f, donde los pardmetros o estaban univocamente determinados para cada estado.

Sin embargo en la practica nos encontraremos con frecuentes problemas de regresion no lineal.
Si podemos seguir considerando funcionales lineales g, en cierto sentido:

g(B101 + B2b2) = B1g(61) + F2g(62)

siempre que:
01,00 € © y 101 + B202 € O

bastara extender g linealmente al espacio vectorial £(0) generado por ©. Denotaremos dicha ex-
tension por g. De este modo estamos transformando el problema en un modelo de regresion lineal
(X, L(0),0). Se cumple entonces que un estimador es centrado para g si, y sélo si lo es para g.

Pero si nos interesa estimar funcionales no lineales, la solucion no es tan sencilla. Entenderemos
entonces por modelo de regresion no lineal una terna (X, 0, o) donde:

©={n(,a):acU}

siendo U un abierto de R, y 1 una funcién real definida en X x U, continua en X y que es no
lineal, pero diferenciable, en los parametros asi,...,q;,. No podemos ahora definir la matriz de
informacién como haciamos antes. Pero si utilizamos la férmula de Taylor para linealizar estas
funciones, transformaremos el modelo no lineal en uno lineal. Para ello necesitaremos hacer una
estimacién inicial de los parametros, ago), cee, a,(g). El desarrollo de Taylor de segundo grado en un
entorno de a(® quedard de la forma:

n(.0) =n(aa®) 4 S (D) 0 (0 o)+

2 T,
b7 (e o (0 — o) 0 = o)

0)

con o® situado en el segmento que une los puntos o9 y . Si hacemos 8; = a;—a@ i =1,2,...,m;

entonces 0(z) = n(z, a) — n(z,a®) y:

fi(z) = (W)am) i=1,...,m

25
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entonces el problema puede aproximarse por los siguientes estados:

Pero ahora la estimacién de los parametros sera sesgada. El sesgo viene introducido por el resto de
la férmula de Taylor:

1 0*n(z, a)
0) (s _ ) Oy (0)
Rx(a( )70( ),a) = 2i;1m((m)a<s)(% o; ) (a; Q; )
En [168] se demuestra que el BLUE de S es:
B=M1E) Y f@)ly(@) —nlz,a)(z)

rzeX

siendo este estimador sesgado en el modelo original. Su sesgo viene expresado por:
E(B) = f=M"€) Y f(@)R:(a'V, 01, a")¢(x)
zeX

donde o son ciertos nimeros comprendidos entre a@(o) y ozz(s),i =1,...,m. En algunas ocasiones no

es viable la linealizacién por ser muy tosca la aproximacién obtenida por Taylor. Entonces deberan
utilizarse otros métodos.

Ejemplo 3.1

1. Sea el espacio de estados © = {6 = af(z) + Bg(z) : a* + 3% < 1} con f y g linealmente
independientes, y sea la funcion:

g:0—R | 0 —a+p

Se trata de una funcién lineal en cierto sentido, es decir, cuando 61,65, A101 + X202 € O; 0 lo
que es igual:
of + 67 <1,i=1,2

(A1 + Aoaz)? + (A1 + AofB)? < 1

Considerando el espacio vectorial generado por O, entonces g puede extenderse a un funcional
lineal de dicho espacio:

g:LO)={0=af+8g} —R | 0 —a+p

Ademas, como ya hemos dicho, si:

N N

N
E[Y aiy(xi)] = Y aiBly(xi)] = Y ailaf(z:) + Bg(a:)] = a + 8, cuando o + 5 <1
i=1

i=1 =1

entonces se cumple también para todo a y 5.
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Supongamos que la funcién de superficie es no lineal, del tipo:
n(z,a, ) = 1€ 4 4 o x e [0, 1]

y utilizando el desarrollo de Taylor de primer orden tendremos:

n(z,a,8) = nlw,a®,0) 457, (2 L) (0@ goy (s — o)+
i1 agi)(aw),g(m (Bi — ﬁ( N+ Ry(ai, Z(O)

y llamando v = «a; — 041(0)7 6 = Bi — 51-(0)7 filz) = (%)(Q(O)ﬂ@) = ef

(%)(a(o)ﬂ(o)) = ago)xeﬂz@x, podremos expresar el modelo de la forma:
0(x) = n(z, . 8) = n(z,a®, 3V) ~ o f(z) + §'§() =

(0) (0) (0) (0)
are’ 4 age?m ﬁlago)xeﬁl v A BmaDzefme

27
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Capitulo 4

Criterios de optimizacién

4.1. Introduccion

,Qué entendemos por diseno 6ptimo de un experimento? ;Cémo entender la expresion “el mejor
de los disenios posibles”?. Estas preguntas no tienen una respuesta facil. Si bien es verdad que nos
interesara el diseno que haga minima la varianza, también es cierto que un diseno puede hacer
minima la varianza para un funcional lineal, y excesivamente grande para otro.

Necesitamos por tanto elegir un criterio que nos sirva para buscar el mejor disefio en algin
sentido. Su elecciéon dependera de los intereses que se busquen al realizar el experimento, de la
facilidad de célculo, o de otros aspectos mas o menos subjetivos. Damos ahora una primera definicién
de lo que va a ser una funcién criterio. Mas tarde daremos una definicién mas completa. Para
diferenciar una de otra, a la segunda la llamaremos funcién criterio convexa.

Definicion 4.1 Diremos que una funcion:
o M — RU{+o0}
acotada inferiormente es una funcion criterio si se cumple lo siguiente:
vargg < varyg para todo funcional g = ®[M(§)] < ®[M(n)]
Diremos entonces que se trata de un criterio de ®-optimizacion. Un diserio que minimice ®[M ()]
se denominard disenno ®-optimo.
Proposicion 4.1 Toda funcion criterio ®, tal y como se ha definido anteriormente es siempre
decreciente, en el sentido siguiente:
M(&) = M(n) = ®[M(§)] < ©[M(n)]

Demostracién: En efecto, si M(§) > M(n) entonces por la proposicién 2.4 se cumplird que
vargg < var,g para todo funcional g.

29
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Observacion 4.1 Puede ocurrir que dos funciones criterio den lugar a un mismo criterio de opti-
mizacion. Es precisamente lo que demostrard el teorema de equivalencia para algunos criterios que
veremos mas adelante.

Notacién 4.1 Llamaremos My ={M € M :det M > 0}. L(M) es el subespacio vectorial de las
matrices simétricas de orden m generado por el conjunto M. Si ® es una funcion criterio definimos
los conjuntos:

Mo = {M € M : ®(M) < 0o}

EX={¢€=:¢ es P-dptimo}

Proposicion 4.2 Si & es una funcion convexa entonces el conjunto Z* es convexo.

Demostracién: Supongamos que:

DM (61)] = DM (&)] = min BIM(€)

entonces, por ser & convexa tendremos:

O{M[(1 - )61 + p&a]} = {1 - B)M(&1) + M (&2)} <
(1= B)P[M(&1)] + BL[M(&2)] = mingez P[M (E)]

Observacion 4.2 En algunas ocasiones no es necesario estimar mas que un subconjunto de los
pardmetros o algunas funciones de ellos, de modo que la funcion criterio restringe su atencion a
dichos pardmetros. Hablaremos entonces de criterios de optimizacion parcial o criterios de opti-
mizacion singulares. Un ejemplo de criterio de optimizacion parcial viene dado por la funcion:

®: M — RU{+o0} | M(§) — vareg

Aunque la funcin criterio global sea continua, la funcion criterio parcial correspondiente no siempre
es continua en todo M. Ademds el diserio ®-dptimo tiene matriz de informacion singular en algunos
casos. Si los pardmetros en los que estamos interesados son los s primeros entonces la funcion
criterio centrard su atencion en las varianzas y covarianzas de estos s pardmetros, es decir en la
caja superior izquierda de orden s X s de la matriz de informacion.

A partir de los criterios que se estudiardn en el siguiente capitulo pueden definirse criterios par-
ctales de manera natural. No se discutirdn en este libro. Una referencia de ellos puede encontrarse,
entre otros libros y articulos en [168].

4.2. Funciones criterio y sus propiedades

Para la definicién y propiedades de algunas funciones criterio necesitaremos las siguientes defini-
ciones:
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~

Definicién 4.2 Sea M,,(R) = R™*™ el conjunto de las matrices cuadradas con términos reales
de orden m. En este espacio vectorial se puede definir el siguiente producto escalar:

(A,B) =TrA'B
de donde la norma de una matriz cuadrada cualquiera de orden m vendria dada por:
| All= (TrA'A)"/?

Sabemos que cualquier otra norma definida en este espacio euclideo es topolégicamente equivalente
a ésta. En lo sucesivo utilizaremos esta norma.

Definicién 4.3 Sea ® una funcion definida en un entorno de la matriz A en el espacio My, (R).
Se define el gradiente de ® en la matriz A como la matriz de componentes:

_o4) .
{V(A)}l]_ aAij7Z’]_]‘7“'7m

Damos ya la definicién de las funciones criterio mas utilizadas:

4.2.1. D-optimizacién

Definicion 4.4 El criterio de D-optimizacion viene definido por la funcion criterio siguiente:

| logdet M~1(¢) = —logdet M(£)  si det M(£) #0
Sp[M(&)] = { 00 si det M(€) =0

Proposicion 4.3 1. ®p es continua en M.
2. La funcion ®p es convexa en M vy estrictamente convexa en M.
3. En las matrices en que ®p es finita, también es diferenciable. Ademds su gradiente es:

v[—logdet M] = —M~*
Demostracién: Puede encontrarse en [168], pg 81.

Corolario 4.1 Siempre se puede conseguir que el numero de puntos en el soporte del diseno D-
optimo esté comprendido entre m y %

Demostracion: La cota inferior es consecuencia inmediata de la proposicién 2.2. La superior
se deduce del hecho de ser la matriz de informacién una matriz simétrica m X m y por su caracter
. , m(m+1) . . . . ~
aditivo puede ser expresada como suma de no mas de ——— matrices de informacién de disefios
unipuntuales. En efecto, por el teorema de Caratheodory sabemos que si £ es un diseno tal que

/ . , 1 .~ .
M (&) estd en la frontera de M entonces existen no mas de m(";r ) disefios unipuntuales de modo
que M (&) se puede poner como combinacién convexa de ellos. En otras palabras, existe un disetio,
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7, con soporte en no mas de W puntos tal que M(§) = M(n). Si demostramos que todo

disenio D-6ptimo, &*, tiene su matriz asociada en la frontera de M, entonces habremos probado
lo que querfamos. Supongamos que no es asi, y que M (£*) es un punto interior del conjunto M.
Existird entonces un nimero positivo « tal que la matriz de informacién (1 + )M (£*) = M (u)
sigue estando en el conjunto M. Ahora bien det M (u) = (1 + «) det M (§*) > det M(£*), que es
contradictorio con el hecho de que £* es un disenio D-6ptimo.

Observacion 4.3 La gran ventaja de esta funcion criterio radica en la facilidad de cdlculo respecto
al resto.

4.2.2. A-optimizaciéon

Definicion 4.5 El criterio de A-optimizacion viene definido por la funcion criterio siguiente:

- rM ! st de
P S
=1

La sequnda igualdad es consecuencia del hecho de que:
vargei; = el M~ (€)e;

st los pardametros son estimables.

Proposicion 4.4 ® 4 tiene las propiedades siguientes:

1. ®4 es continua en M.
2. ®4 es convera en M y estrictamente convexa en M.

3. En las matrices en que ® 4 es finita, también es diferenciable. Ademds su gradiente es:

VitrM ()] = =M 7(€)

Demostracién: Puede encontrarse en [168], pg 83..

4.2.3. G-optimizacién

Definicion 4.6 El criterio de G-optimizacion viene definido por la funcion criterio siguiente:

Oc[M(&)] = sup vareg,, £ € 2
reX

Puesto que:
9:(0) =0(z),z € X,0 € ©
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entonces:
vargg, = Frla) M (&) f(x)

cuando M (€) es regular. De modo que nuestra funcién puede escribirse de la forma:

max tHax)M—1 x) side
<I>G[M(€)]={ i vex f'(@)M () f(2) p gezﬁggig

Proposicion 4.5 La funcion ®g es:
1. continua en M.

2. convexa en M y estrictamente convexa en M.

Demostracién: Puede encontrarse en [168], pg 86.

4.2.4. E-optimizacion

Definicion 4.7 El criterio de E-optimizacion viene definido por la funcion criterio siguiente:

P p[M(&)] = sup{varga’c:|| c||= 1}, £ € E

Denotando por A¢ el minimo autovalor de M (&), la funcién toma la forma siguiente:

-1 .
el ={ X5 G o

En efecto, ®g[M (£)] = oo si, y sélo si existe algtin funcional lineal a’c que no es estimable para ¢, es
decir, si M (&) es singular. Por otro lado, si M(&) es regular entonces considerando sus autovalores
Aly--., Am v los correspondientes autovectores uy, ..., u,, se tendrd lo siguiente:

M7 (u; = MY EM(E)uiht = N My, parai=1,2,....m
de modo que:
sup{c! MY (€)c:|| c||=1} > utM Y (Eu; = N\, parai=1,2,...,m

Teniendo en cuenta que todo vector ¢ tal que || ¢ ||= 1 puede descomponerse de la forma:

m m
c= Zaiui, con Zc? =1
i=1 i=1
de modo que !M~1(&)c = >ij aiut M1 (&)uja; < )\gl, ya que ul M1 (&)u;.
Proposicion 4.6 @y tiene las propiedades siguientes:

1. es continua en M.

2. es convexa en M y estrictamente convexa en M.

Demostracién: Puede encontrarse en [168], pg 91.
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4.2.5. c-optimizacién

Con este criterio el interés se centra en la estimacién de combinaciones lineales de los parametros
¢! 3 con minima varianza. De este modo se da la siguiente:

Definicion 4.8 El criterio de c-optimizacion para un vector ¢ de dimension m viene definido por
la funcidn criterio siguiente:

D [M(8)] = "M (§)e

Se toma esta definicién puesto que la varianza de ¢! es proporcional a ¢! M~ (£)c. La desventaja de
los disenos c-6ptimos es que son singulares con cierta frecuencia. Elfving, [70], propone un método
grafico para el cdlculo del diseno c-6ptimo en el caso biparametrico:

y = f(z)a+g(z)B+e(x),0%(x) =0* v € X

Suponemos que se toma un diseno exacto cualquiera, &, concentrado en los puntos 1, ..., x,, con
pesos p; = N;/N. Es decir, se toman N; observaciones en cada punto x;, siendo N el ntmero
total de observaciones realizadas. Tenemos asi n puntos del plano real definidos de la forma X; =
(f(x1),9(x1)),..., Xn = (f(zn),9(xy)). La media de las observaciones en cada punto z; tiene la
siguiente ecuacion de regresion:

€
N/

donde &; tiene varianza o?/N;. Por simplicidad de notacién supondremos que o2/N; = 1, que no

significa ninguna merma en la generalidad de los resultados. De este modo var( j}%) = 1. Sea ahora

Yi = f(@i)a+g(z:)8 +

t = > | a;y; un estimador lineal de c!3. Serd centrado cuando:

n

E(t) =) alf(zia+g(@:)p]) = cro+ 2

=1

es decir, se ha de satisfacer la ecuacién vectorial:
Y aXi=c (4.1)

Ademds para este estimador la varianza se hace minima cuando se toman los pesos &, (z;) =| a; | /ka,
donde ko =1 | ai |t

, - , - a? 2
min var a;y;) = min =k
et ) = gy =

Nos interesa ahora tomar los coeficientes a; que hagan minima la varianza anterior bajo la condicién
(4.1), que podemos escribir de la forma:

c=kq Z ga(xi)sgn(ai)Xi = kqCq
=1

donde hemos denotado por ¢, el correspondiente vector. El factor k, es un niimero positivo y ¢, es
un vector con la misma direcciéon que c. Podemos representar esta situacién en la Figura 4.1:
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Figura 4.1: c-optimizacién

Los pesos &,(x;) son no negativos y de suma uno, por tanto el extremo pertenece al cierre convexo
del conjunto {£X;,...,+X,}. Es claro que la varianza alcanzara su minimo cuando el extremo
del vector ¢, coincida con la interseccién A* del vector ¢, o su prolongacién, con el poligono de
la Figura 4.1. Si este punto estd, por ejemplo, entre los vértices X; y X entonces el disefio c-
optimo tiene como soporte los puntos x1 y xo con pesos proporcionales a las distancias A*X7 y
A* X, respectivamente. Ademads, el valor de la varianza viene dado por [(OA)/(OA*)]?. Este método
proporciona un instrumento rapido para el cdlculo del diseno c-6ptimo, y es generalizable a disefios
aproximados.

4.2.6. L-optimizacion
La siguiente definicién es debida a Atwood ([17], pg 1125):

Definicion 4.9 EI criterio de L-optimizacion viene definido por la funcion criterio siguiente:

r -1 si de
<1>L[M(€)]={ZOWM R

donde W es una matriz definida positiva de orden m.

Proposicion 4.7 ®; tiene las propiedades siguientes:

1. ®p es continua en M.

2. @y es convexa en M vy estrictamente convexa en M.

3. En las matrices en que O, es finita, también es diferenciable. Ademds su gradiente es:
VITrWM ™) = —M 1 OWM(€)

Demostracion: El segundo apartado se demostrard mas tarde. La demostracién a los otros
dos puede encontrarse en [168], pg 93.
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4.2.7. &, -optimizacién

Definicién 4.10 El criterio de ®,-optimizacion es el asociado a la siguiente funcion criterio:

m~LtrM P P i de
s - {7 g 4

stendo p un numero real positivo.

Si denotamos por \; ¢, @ =1,...,m los autovalores de M (&) entonces esta funcién puede expresarse
de la forma siguiente:

TSR NP s det M(€) £ 0
%[M(s)]{oo R s de) 40

4.2.8. L,-optimizacién
Este caso viene a generalizar gran parte de los criterios de optimizacién més usuales:

Definicién 4.11 El criterio de optimizacion Ly, es el asociado a la siguiente funcion criterio:

m—l r -1 t\p1l/p si de
B, [M(€)] —{ e e o

stendo p un numero real positivo y H una matriz reqular de orden m.

Proposicion 4.8 Sip es un entero positivo, entonces @, tiene las propiedades siguientes:

1. ®r, es continua en M.
2. @, es convera en M y estrictamente convera en M.

3. En las matrices en que ®, es finita, también es diferenciable. Ademds su gradiente,

_ 1 p—1
VoL, [M(E)] = pmll/p{ml tr{HM (&) H' P} 7T Z M*=P(€)(HYP HP M~ (¢)
k=0

Demostraciéon: El segundo apartado se demostrara mas tarde. La demostracion a los otros
dos puede encontrarse en [168], pg 83.

4.2.9. I-optimizacién

Teniendo en cuenta que f(xo)M 1 (€)f(x0) es la varianza de la prediccién de la respuesta en
el punto x, este criterio se interesara en minimizar el valor esperado de dichas varianzas sobre el
conjunto X. Suponiendo que p es una medida de probabilidad sobre X se define la funcién criterio
como:

_ ] Ix FHe)MNE f(z)dp st det M(E) # 0
Py M) = { 00 si det M(£) =0
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4.2.10. MV-optimizacién

Dicho criterio buscarad minimizar el maximo de las varianzas de los estimadores de los paramet-
ros. De este modo se centra la atencion en las varianzas de los estimadores de todos los parametros
a la vez, sin tener en cuenta las covarianzas. La funcién criterio sera entonces:

) maéx;vareo;  si det M(€) #0
Cav[M(E)] = { 00 si det M(£) =0

es decir, se tratard de minimizar el maximo de los elementos de la diagonal de la matriz inversa de
informacién:

max; {M~! si de
Dy [M ()] :{ o AN si 3;%%87_58

4.2.11. Criterio minimax

Denotando por | - | una norma cualquiera en el espacio R, se define la funcién criterio:
| méx{c!MTY(E)c:ce R | e|=1}  sidet M(€) #0
y[M(&)] = { 00 si det M () =0

Fl siguiente teorema muestra la relacién entre algunos criterios:

Teorema 4.1 1. Sien la Ly-optimizacion hacemos H = I y hacemos tender p a infinito obten-
emos E-optimizacion.

Si se toma W =m™'H'H yp=1la L, -optimizacion se transforma en L-optimizacion.
Haciendo H = 1 y p que tienda a cero la L,-optimizacion se convierte en D-optimizacion.
Si en la L-optimizacion hacemos W = I coincidird con A-optimizacion.

La ®,-optimizacion es un caso particular de Ly-optimizacion tomando H = I.

Llamando W = [y f'(z)f(z)du en L-optimizacion se tiene I-optimizacion.

NS S e e

Si en el criterio minimaz se utiliza la norma | - |1 entonces obtenemos el criterio MV, uti-
lizando la norma | - |2 se obtiene el criterio E y utilizando la siguiente norma se obtiene el
criterio G:

| ¢ [R=inf{a>0:ccaR}

donde R es el cierre convexo del conjunto:
{f() :z e X} U{-f(x): 2z € X}

Demostracion: Para demostrar los apartados segundo, cuarto y quinto bastara hacer la susti-
tucién indicada. Para probar el primer apartado denotemos por Ay, ..., Ay, los autovalores de M ()
y sea );, el minimo de los autovalores. Entonces:

lim [trM P (€)]V7 = T [3A71VP = Tim At 1+ 30 () 1 = 0!
=1

P00 -
i#ig ~ 0



38 CAPITULO 4. CRITERIOS

Para demostrar el tercer apartado hacemos H = I de modo que:

1 log £ Sm AP
‘ —p 1/p _ m =17
;13(1) log[—mtrM ()] ;1_>0 )

_ ! log det M ()
m

Veamos ahora que se cumple el sexto resultado. En efecto, tomando en L-optimizacién W =
[x fi(x) f(x)dup se tendra:

GWMUE) = trfy 1) f@)dudd =€) = tr [y f(a) fa) M ()dp =
= tr [y S @) MY (@) = Jy f{a) M (E) f(a)dy

Para probar el sptimo apartado vemos que:

1, [M(€)] = max{c! M1 (€)c:c € R™| ¢ |1= 1} = méxe! M (&)e;

siendo ej, ..., e, la base canénica. La segunda igualdad es debida al hecho de que c!M~1(€&)c
es una funcion convexa en ¢ y por tanto el maximo se alcanzard en los vértices del conjunto
{c € R™ :| ¢ |1= 1}, que vienen dados por los vectores de la base canénica. Por otra parte,

B e [M(€)] = mix{c' M~ (€)c - ¢ € IR} = miks /()M (6)  (2)
x
Para justificar la primera y segunda igualdades bastara observar que la norma | - |® caracteriza el
conjunto R como la bola unidad y el borde de la misma serd precisamente el conjunto:

{f(x):x e X} U{-f(x):z€ X}

Otros criterios con mayor o menor grado de generalidad se han definido en la literatura. Los
que hemos dado son un ejemplo de los més utilizados.

Cuando hablemos de los procesos iterativos que conducen al calculo del diseno éptimo tendremos
que calcular frecuentemente la matriz de informacién inversa. Puesto que en cada paso utilizamos
el diseno construido en el paso anterior, parece interesante obtener una expresién explicita de esta
inversa en funciéon de la inversa calculada en el paso anterior. No cabe duda de que esto reduce
los calculos considerablemente y hace el problema facilmente programable. A este fin va dirigida la
siguiente proposicion:

Proposicién 4.9 Sea n = (1 — )€ + B, donde B € (0,1) y & € 2. Suponemos ademds que det
M(&) # 0. Entonces det M(n) # 0, y:

M) f(z) £ (x) M)
1= B+ B x)M=1(E) f(x)
Bt (@) M1 (€)f ()
— B+ BfH(z) M-

M) = M) -

det M~ (n) = det M~ (€)(1 — B) ™1 -

Demostracién: Puede encontrarse en [168], pg. 134.

Ejemplo 4.1
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Siguiendo con el ejemplo 2.3 calcularemos el valor de cada una de estas funciones criterio en los
tres disenos que se han utilizado.

dp[M(&)] = logdet M~1(&) = —log 2? 5501 = 1,021165 + 4log o
Pp[M(&1)] =logdet M~1(&1) = —log 1o = 1,3863 + 4log o
Pp[M(&)] = logdet M~ (&) = —log o7 = 4logo

de modo que de los tres disenos &5 es el mejor de acuerdo con este criterio.

DA[M(&)] =trM (&) = 1%
DA[M(&1)] =trM (&) = do?
PA[M(&)] =trM (&) = 202

y & sigue siendo el mejor de acuerdo con criterio de A-optimizacién. Lo mismo va a ocurrir con los
demads criterios que veremos:

Pe[M(&)] = méxgex fH(z)M (&) f(z) = 100
Pe[M(&1)] =méxgex fi(2)M (&) f(x) = 402
DM (&)] = méxgex fH(a)M (&) f(z) = 202

En este caso coincide con los valores de la funcién criterio de A-optimizacién. Siendo A¢ el minimo
autovalor de M (&) se tiene:

o2

Pp[M(&)] = )‘g = 3¢

Pp[M(&)] = )\g = 2 2

Pp[M(&)] =X "=
Puesto que las tres matrices son simétricas, los valores de la funcién criterio E coinciden con los
valores de la funcion criterio MV. Sea ahora W una matriz simétrica definida positiva, entonces:

Br[M(&)] = tr[WM (&) = %5-TrW
DM (&)] = tr[WM—L(&)] —202TrW
Op[M(&)] = tr[WM ™1 (&)] = o> TrW

Si p > 0 entonces:
M (&)] = [m TrM P (&)]” = (3]0 + CF PP =25
O,[M(&1)] = [m TrM—?(&)]/? = 202
D,[M(&)] = [m ' TrMP(&)]'/? = o2
Por tultimo si H es una matriz regular y p > 0 se tendra:

Op,[M(€0)] = [m~ " er(HM Y (&)H')]V/P = %%[m(ﬂﬂ%w
®p, [M(&)] = [m te(HM (&) HYP)YP = 20% L [tr(HHY)P) /P
®p, [M(&)] = [mtte(HM ™ (&)HYV/P = o2 L [t (HH)P) /P

21/p

Para la I-optimizacién utilizando la medida de contar sobre X tendremos:

Py[M(&)] = Y f{(z)M (&) f(2i) =

giao (o 1) (o) +on(s 1)(1)+
(1,1)(3 ?)(1)4@1,—1)(5 (1)><_11>]:1002

dy[M (&) = 120°
dy[M(&)] = 60°



40 CAPITULO 4. CRITERIOS

Los casos mas interesantes del criterio minimax (E-, MV- y G-optimizacién) ya han sido trata-
dos. En el caso de c-optimizacién podemos tomar un vector cualquiera ¢! = (a,b), de modo que la
funcién criterio tomara los valores:

AM(&)] = (0, )M (&) ( : ) =5g2<a,b>(3 ‘f) (‘;>=5gz<a+b>

o
D[M(£1)] = (a+D)
2[M(&)] =15 (a+D)



Capitulo 5

El teorema de equivalencia

Kiefer y Wolfowitz demostraron en 1960 ([129])la equivalencia de los criterios D-6ptimo y G-
optimo. Esto quiere decir que utilizando ambos criterios siempre llegaremos al mismo diseno éptimo.
En concreto:

Teorema 5.1 Suponiendo que o(x) es constante para todo x de X, un diseno £ es D-optimo si,
y solo si es G-dptimo. Es decir son equivalentes:

1. det M(&*) = méx{det M(§) : £ € =}

2. méxgex fYx)M7HE) f(x) = mingez maxpex f(x) M~ (€)f (@)

Ademds, la dltima expresion es igual a m.

Observacion 5.1 1. Si o(x) no es constante, el teorema de equivalencia se cumple tambin
haciendo una pequea precisin. En este caso puede demostrarse que £ es D-dptimo si, y sélo
St

mix o~ 2(@) ()M (€")/ (@) = min mix o2 (a) (@) M 1O (2)

Siendo adems la ltima expresin igual a m.
2. El teorema de equivalencia no se cumple para diserios exactos: Se puede demostrar que el
disenio concentrado en —1,0 y 1 con pesos 1/4,1/2 y 1/4 es D-dptimo exacto de tamaro 4

con det M (£*) = 0,125. Y sin embargo el diseno concentrado en —1, —\/\f -2, \/\f— 2y
1 con peso 1/4 en cada uno es G-optimo exacto de tamano 4 y det M (£*) = 0,0902.

Observacion 5.2 1. El volumen del elipsoide m-dimensional:
E={zeR™:2'M(&)z < &)}

es igual a Vi, [det M~1(€)]Y/2, donde Vy, es el volumen de la esfera m-dimensional de radio
unidad. En efecto, por ser M (€) simétrica existird una matriz reqular U tal que U'M (£)U = 1.

41
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—1
Llamando w = % tendremos:

voz(g):/dz:/cm\dew|dw:cm | det U |
£ S

donde haciendo el cambio de variable anterior la regin E se transforma en la regin: S = {w :
AwtUM (&)Uw < ?} = {w : w'w < ¢}, que es la esfera m-. Pero (detU)%2det M(€) = 1,
con lo que queda probado el resultado.

Si se supone que & = (G, ..., Q) se distribuye de acuerdo a una distribucion normal multi-
variante de modo que la media tiene como componentes los verdaderos valores de los pardmet-
ros a y la matriz de covarianzas es M~1(€), entonces la funcion de densidad de este vector
aleatorio serd:

[det M(E]'? 1

(6 0) = St expl (8 ) M ()@ — a)

Consideremos entonces el elipsoide siguiente:
E={aeR™: (6—a)'M(E)(ad—a) <,

donde ¢ es un mimero fijo. Ademds la variable v =U"1(& — ) sequir una distribucin normal
de media o y vector de covarianzas la identidad. De este modo viv sequir una distribucin x2,.
Por tanto ahora:

1
/ flé&| a)da = / (27)"™/% exp|—=v'v]dv = P(x2, < ).
& {vtv<c?} 2
Se deduce, por tanto, que el elipsoide:
{zeR™: (z — &) M(€)(z — &) < P}

contiene la verdadera media con probabilidad P(x2, < c¢?), es decir, es el elipsoide de confianza
de la media o con un nivel de confianza que logicamente depende de c.

Por otro lado el elipsoide:
Ee={zeR™: M1 (&2 <m}

contendrd los vectores f(x),xz € X, es decir, contendrd al conjunto f(X) solamente si & es
es disenno D-optimo. Esto es debido al teorema de equivalencia, que asegura lo siguiente:

ggggﬂ@MA@ﬂ@Zm

de modo que solamente si & es un diseno D-dptimo se cumple:
fia)M ™ (z) f(z) Sm,z e X

Ademds como se vi ms arriba el volumen de & es proporcional a [det M(&)]Y2. De modo que
el diseno D-6ptimo serd aquel que haga mdximo el volumen del elipsoide & conteniendo el
conjunto f(X). El problema dual seria encontrar la matriz M que minimiza el elipsoide:

E={zeR":2'Mz<m}
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sujeto a la restriccion f(X) C Sg. El principio fuerte de Lagrange asegura que existe un valor
extremo comiun para ambos problemas. Uno de los inconvenientes de este criterio es que a
veces el volumen del elipsoide puede ser minimizado haciendose estrecho y largo. Eso significa
que hay un funcional lineal de los pardmetros, que es estimado con una gran varianza. No
obstante no es sencillo llevar a la prctica este resultado para el clculo del D-ptimo. Silvey,
[187], proporciona un mtodo para su utilizacin.

En 1973 Whittle, [214], y en 1974 Kiefer J., [124], generalizan el teorema de equivalencia para
funciones criterio més generales. Con el objeto de enunciar estos resultados damos una definicién
mas rigurosa de funcién criterio. Para ello nos fijaremos en las propiedades que verificaban las fun-
ciones criterio vistas anteriormente. Observamos que todas las funciones criterio vistas son convexas
y continuas. Con el objeto de salvaguardar estas propiedades daremos la siguiente definicion:

Definicion 5.1 Diremos que una funcion real ® en las condiciones de una funcion criterio, segun
la definicion dada mds arriba, es una funcion criterio convexa si cumple las propiedades:

1. FEziste Ug abierto de L(M) tal que Up D M4 y ® estd definida, es finita y convera en Usg.

2. Si:
M,eMin=12,... y TLILI{.IOMHZMEM—MJF
entonces:

lim ®(M,) = oo

n—o0

Observacion 5.3 No es necesario que Ug sea convexro. Entenderemos entonces que ® debe ser
conveza en los subconjuntos convezros de Ug.

Proposicién 5.1 SiU es un abierto de L(M) y @ es convexa y finita en U, entonces ® es continua
enU.

Demostracién: Una demostracién de este resultado puede encontrarse en [110].
Proposicion 5.2 Cualquier funcion criterio conveza, con la definicion dada, es continua en M.

Demostracién: La proposicién anterior implica la continuidad en U , y por tanto en M.
Por otra parte la segunda condicién de la definicién asegura la continuidad en M — M.

Todavia necesitamos dar una definiciéon de derivada direccional debida a Frechét:

Definicion 5.2 Dada una funcion real ®, convexa y definida en un subconjunto convexo de un
espacio euclideo, y dados dos puntos de ese conjunto x y v, se define la derivada direccional de ®
en el punto x y en la direccion v como:

00(z,v) = Blirgl+ ®l( — p)x ; pu] — ®(x)
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Observacion 5.4 La derivada direccional existe siempre gracias a la convexidad de ®. En efecto,
demostraremos que la funcion:

D[(1— B)a + Bu] — D(x)
3

es creciente en (0,1). Por tanto el limite siguiente siempre existe, siendo finito o infinito negativo:

O[(1 = Bl + Bv] — P(x)

v:(0,1) — R | §—

lim

A0+ g
Veamos que @ es una funcion creciente. Para ello tomamos 0 < 1 < B2 < 1 y calculamos:
BI(1— Br)a+ Bro] — B(e) = {1 — Bo)a + o] + (1 — D)} — B(a) <

LLO[(1— Ba)a + Bov] + (1 — 51 (x) — D(x) =
A1 = Ba)a + Bv] — @(2)}

Pueden darse otras definiciones de derivada direccional, pero nos interesard la anterior debido al
uso de funciones convexas. Si existe el gradiente de ® entonces por su definicion, podemos escribir:

00(z,v) = tr{[V®(2)](v — z)} = (VP(2), v — )
Reciprocamente, se puede definir el gradiente como aquella matriz que encaja en la expresion ante-

7107

Teorema 5.2 (teorema general de equivalencia) Sea ® una funcion criterio convexa y £ un
diseno tal que:

Entonces son equivalentes:
1. & es ®-dptimo.
2. & es ®-dptimo local, es decir, para cada diseno £ la funcion:
0,1) — R | 8 — Q[(1—B)M(E") + LM (E)]
tiene un minimo local en 3 = 0.

3. OR[M(&), M(§)] =2 0,§ € E.

Obsérvese que este teorema aporta un criterio general (tercer apartado) para contrastar si un
diseno dado es o no ®-6ptimo, tanto si la funcion criterio es diferenciable como si no lo es. Cuando
la funcién ® sea diferenciable, se puede dar el siguiente teorema:

Teorema 5.3 Si @ es diferenciable en un entorno de M (£*), entonces son equivalentes:
1. & es -dptimo.
2. fUx) v O[M(E)]f(x) = TrM (&) v M (§")],z € X.
3. mingex f'(2) v RIM(E)]f(2) = Xoex f1(z) v RIM(§)]f(2)€*(2)



Capitulo 6

Construccion del diseno 6ptimo

6.1. Aproximacién al diseno optimo

En la mayoria de los casos que nos encontramos en la practica, no va a ser posible encontrar
exactamente el disefio 6ptimo bajo el aspecto de un determinado criterio. Procederemos entonces
segin un algoritmo convergente encaminado a la obtenciéon de un diseno aproximado al éptimo.
Pero, ;como saber si un diseno obtenido en un paso del algoritmo esta o no suficientemente préximo
al diseno 6ptimo?. A resolver esta cuestién van encaminados los siguientes resultados debidos a
Silvey, [184].

Proposicién 6.1 Sea ® una funcion criterio convezra. Si p es un diseno tal que ®[M ()] < oo y

para un cierto § > 0 se tiene:
OP[M (), M) > =6, M € M (6.1)
entonces:
(M (1)) < nf{@[M(E)] : € € T} +
Es decir, si & es ®-ptimo entonces:

O[M ()] — B[M(E")] < min HB[M (), M)

Si ademds existe el gradiente sy ®[M (n)] entonces (6.1) es equivalente a:
fiz) v @M ()] f(2) = tr7 D[M ()] M (1) — 6,2 € X.

En 1969 Atwood, [15], dio otra acotacién del error cometido al aceptar como D-ptimo un diseno
dado:
Proposicién 6.2 Si det M (u) # 0, entonces:

det M(M) )1/m >
mixecz det M(€)) = FH@) ML) (@)

y tomando logaritmos:

méxgex f(x)M () f(x)

L (@p[a1()] ~ imf(@p[01()] : ¢ € ) < log
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6.2. Procesos iterativos para el calculo del diseno D-6ptimo

Los algoritmos que se dan a continuacion se basardn en el gradiente. Se define a partir del
gradiente de la funcion criterio de D-optimizacion la siguiente funcion:

d(z,€) = o (x) f'(x) M~ (€) f(x)
Para detener el algoritmo puede utilizarse la Proposicion 6.2, que puede expresarse de la forma:

©p[M(&)] - 2p[M(£")] < mlog[mdxd(z, £)/m]

siendo & un disenio tal que det M (§) # 0 y & un diserio D-optimo. Damos a continuacion algunos
de los algoritmos mds utilizados.

6.2.1. Algoritmo de paso armdnico

Puede encontrarse en [168], Seccién V.2.

1. Se elige un diseno inicial &y tal que, det M (&y) # 0.

2. Dado un &, se define un nuevo diseno:

1 1

Snp1 = (1= — =) +

n-+2 n+2€x"

donde x,, es el punto donde se alcanza el maximo de la funcién:

3. El proceso se detiene de acuerdo con la Proposicién 6.2.

6.2.2. Algoritmo ascendente
Ahora el paso, 3, se mejorard en cada etapa del algoritmo.

1. Se elige un diseno inicial &y tal que, det M (&y) # 0.

2. Dado un &, se define un nuevo diseno:

Env1 = (1 = Bn)&n + Bnéan
donde x,, es el punto donde se alcanza el maximo de la funcién:
X —R | z—d(z&)
v Bn es el punto donde se alcanza el méximo de:

[07 1] — R | B — det M[<1 - /Bn)é‘n + ﬁnémn}
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3. El proceso se detiene de acuerdo con la Proposicién 6.2.

Proposicién 6.3 ([74], Seccién 2.5) , En el proceso anterior se puede calcular 3, a partir de la
formula:

d(l‘n, fn) —m
m[d(fnn,gn) - 1]

Bn:

La Proposicion 4.9 facilita el calculo de la inversa y del determinante a partir de los calculados
en el paso anterior del algoritmo. Esto aumentara la rapidez de los calculos hechos con el ordenador.

6.2.3. Algoritmo acelerado

Con este proceso el algoritmo convergerd mas rapido a partir de una mejor elecciéon de G, en
cada paso.

1. Se elige un diseno inicial &y tal que, det M (&y) # 0.

2. Dado un &, se define un nuevo diseno:

£n+1 = (1 - ﬁn)fn + ﬁnfacn

donde x,, y B, se eligen como en el algoritmo anterior, o bien x,, es el punto donde se alcanza
el minimo de la funcién:

X—R [ z—dxé)

vy By es el punto donde se alcanza el maximo de:

1] R |5 det MI(1 = o+ F6s,]
si d(xp,&n) > m, y en caso contrario 3, = —&,(zy).

3. El proceso se detiene de acuerdo con la Proposicion 6.2.

Proposiciéon 6.4 En el proceso anterior se tiene que:

_ d(xna fn) —m
T T = 1)d(wn, &))"

donde ﬂn(l - ﬁn) = Tn
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6.2.4. Algoritmo para un X finito

Supongamos ahora que nos interesa encontrar el mejor disefio segun el criterio D-6ptimo cuyo
soporte se encuentra en el conjunto X = {z1,...,x;}. Hay que tener en cuenta que aunque los
algoritmos anteriores se dan en un conjunto compacto cualquiera, X, los célculos del ordenador se
reducen a un conjunto finito, mayor o menor, segin sea la tolerancia que se asigne a los calculos.
Se propone el siguiente algoritmo:

1. Se elige un diseno inicial &y tal que, &y(z;) > 0,7 =1,2,... k.
2. Dado un &, se define un nuevo diseno:

st (25) = gn(xi)d(x;f”),i —1,2,...k

3. El proceso se detiene cuando:

max <l+e

i m
Ejemplo 6.1

Sea X =[0,1] y el modelo:

A f(x) = ay +agx,0?(x) =,z € X

S
=
8
=
I
=
B
I

Es decir, f(z) = (1,z)!. La matriz de informacién asociada a un disefio cualquiera, £, serd:

= X t xz)€(x) = 1 Zaze[o,l] azg(x)
M(&)_ Z f( )f( )5( ) (er[o,l] x{(m) er[(],l] 1‘25(1') )

z€[0,1]

Trataremos de calcular el diseno D-6ptimo utilizando los algoritmos que se han enunciado anteri-
ormente.

0 1

1/4 3/4 },demodo

1. Algoritmo de paso armdnico: Tomaremos como diseno inicial £ = {

que:
M(€) = ( 3}4 gﬁ ) ,det M (&) = 3/16, M~ (&) = ( _44 1;13 ) y

d(x, &) = 0 *() f'(x)M (&) f(x) = (1,) ( 4 18213 ) ( : ) B

T

En un primer paso obtenemos el siguiente diseno:
6= (1= 1/2)80 + 1/26, = 1/260 +1/2,

donde x( es el punto donde se alcanza el maximo de la funcion:

1
[0,1] — R | w—>4—8x+§6x2
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Se trata de una pardbola con las ramas hacia arriba, de modo que el méximo se alcanzard en
uno de los extremos del intervalo. La funcién toma el valor 4 para z = 0 y el valor 4/3 para
x = 1. Por tanto x¢y = 0. Utilizando la Proposicién 6.2 podemos decir que el error que se
cometeria tomando el diseno & como D-éptimo es menor o igual que 2.1log4/2 = 1,39.

El diseno obtenido en este primer paso es entonces:

0 1
51:{5/8 3/8}

La Proposicion 4.9 nos da directamente la inversa de su matriz de informacién asociada:

4 -4 1 4 -4
e - L < 4 4 )1/2<4 16/3><0>(1’0)<—4 16/3)2

Y712\ -4 16/3 1/2+4/2
~( 8/5 —8/5
—\ —8/15 64/15

Y la funcién:

0,1] — % | wed@c,so:(l,x)( s ot ) ( ! ) =3 - o+ e

alcanza su méximo, 8/3, en 7 = 1. El error que se cometeria tomando & como disefnio
D-6ptimo viene acotado por la Proposicién 6.2: 2 log(8/6) = 0,58.

En el siguiente paso se tomara el diseno:

§2 = 2/351 +1/35x1 = { 5/012 7/112 }

y utilizando como antes la Proposicion 4.9 calculamos la matriz inversa de la matriz de
informacién asociada a este nuevo diseno:

1 B 12/5  —12/5
M™(&) = ( —12/5 272/55
El maximo de la funcién:

12 24 272
[0,1] — R | x—>d(w,§2):€—€x 5—753;2

se alcanza en x92 = 1 y el error cometido al tomar este diseno como D-6ptimo viene acotado
por 21og(140/110) = 0,48. el siguiente disefio en este proceso seria por tanto:

€3 = 3/4& + 1/4&,, = { 5/016 11}16 }

Parece que esta sucesién de disenos tiende al diseno:

. 0 1
5:{1/2 1/2}
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Veamos que se trata realmente del disefio D-6ptimo utilizando para ello el teorema de equiv-
alencia:

M(E) = ( s 1 ) et M(€) = 1/4, M7 (€") = ( L ) y
d(x, &) = 2 — 4z + 42?

cuyo maximo, 2, se alcanza en ambos extremos x = 0 y x = 1. Puesto que 2 es el ntimero de
parametros, el teorema de equivalencia nos dice que £* es un disefio G-6ptimo, y por tanto
D-éptimo.

0 1
1/4 3/4
como este algoritmo converge mas rapidamente, aunque exige mayor nimero de calculos en
cada paso. Ms arriba se calcul la matriz de informacién inversa:

Ahora el disefio que se obtendré en el primer paso es:

& = (1= Bo)éo + Boéao

Algoritmo ascendente: Tomaremos el mismo diseno inicial &y = { y veremos

donde x( se elige como en el algoritmo anterior, y es por tanto g = 0 y (3 es el punto donde
se hace maxima la funcién:

0,1] — R [ 8 — det M[(1 = Bo)&o + Boao)
Teniendo en cuenta que:
0 1
(1= B0)éo + Bobay = ( 1438 1-3 )
4 4
se tiene que:

4 4

3-38 — 93
det M (1 — Bo)éo + Boa,] = det < 3}3ﬁ 3-30 > - w

cuyo maximo se alcanza en 3y = 1/3. Por tanto:

0 1
51:{ 1/2 1/2}

que como hemos visto es el diseio D-6ptimo. Esto demuestra la eficacia de este algoritmo,
que en este caso consigue el diseno D-6ptimo en un solo paso.

Algoritmo para X finito: Supondremos ahora que el conjunto X estd formado por los once
puntos que resultan de dividir el intervalo [0, 1] en 10 partes iguales, es decir:

X ={0,0,1,0,2,...,0,9,1}
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Tomaremos como disefio inicial, &y, el disefio uniforme concentrado en estos 11 puntos. El
diseno obtenido en el primer paso vendrd dado por:

d(x;, &)

§1(xl) :&)(l‘i) 9 ,i:O,l,...,lo

donde se puede escribir z; =i/10,i = 0,1, ...,10. Pero:

1 Zlg a1 1 55
M(fo):< 10 i1 foO%Ii =| s 38

2
d(xi,fo)—(l,xi)M1(§0)< 1_ > :5—10%—1—1037?:Z—i—i—f,i:O,l,...,lO

de modo que:

i
11 2 220
que efectivamente se trata de un diseno:

10 10 .o
35—10¢ + ¢
E i:E —_—— =7/4-5/2 4=1
i_ofl(:v) 2 590 7/ 5/2+7/

El error cometido al tomar este diseio como 6ptimo viene dado por:

méxd(x;’&)) —-1=3/4

De este modo se continuaria el proceso hasta lograr una buena aproximacion del disefio D-
o6ptimo o hasta apreciar cudl seria el diseno al que presumiblemente converge el proceso.

Ejemplo 6.2

Siguiendo con el ejemplo 4.1, trataremos de buscar el diseno D-6ptimo utilizando el algoritmo
8.4 para X finito. Tomaremos como disenio inicial &y, es decir, el disno uniforme concentrado
en los cinco puntos de X. Como ya vimos més arriba ®p[M (&y)] = 1,02165 + 4logo. En el
siguiente paso obtenemos el diseno:

d I3 .
fl(ﬂfz) - éO(xZ)Ma 1= 07 17 27 37 4
m
Calculamos:
0 siz=0
5 10 5) 5 o
d(xi,&0) = 5 ' (2:) fla)=5 I flz)IP=58 1 sii=1,2
3 0 1 3 3 .
2 sii=3,4
Luego:

5 _{ I T2 I3 Ty }
71 1/6 1/6 1/3 1/3
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En la segunda iteracién tendremos:

(i) = & (a) 128

M<51)=012<5{)6 596>,M—1<&>=02<665 6%)

®p[M(&)] = 0,3646 + 4log o

i=0,1,2,3,4

Pero:

0 sit=0
dei &) = () ( 0 ) fla) =gl f) IP=1 65 sii=1.2
12/5 sii=3,4

De este modo obtenemos el diseno:
€ = T T2 T3 T4
27 ) 1/10 1/10 2/5 2/5

y su matriz de informacién asociada e inversa seran:

M(&) = % ( 9/010 9/010 ) ,MH&) =0 ( 100/9 100/9 )

y el valor de la funcion criterio en esta matriz es:

®p[M(&)] = 0,2107 + 4log o

0 sii=0
10/9 0 10 .
d(zi, &) = f'(x:) ( 0/ 10/9 ) flag) == 5 1 f(22) [°= < 10/9 sii=1,2
20/9 sii=3,4
de modo que:
€y = 1 Ty X3 T4
57 1/18 1/18 4/9 4/9

Se puede apreciar que los disenos van tendiendo ligeramente al diseno:

&= { 13}32 1:?42 }

Veamos que efectivamente es el disenio D-6ptimo. Para ello utilizaremos el teorema de equiv-

alencia:
| 10 1y 2 10
0 siz=0
d(z;, &)=< 1 sii=1,2
2 sii=3,4
de donde:

méx d(z,£*) = 2 = ntimero de pardmetros
x



Capitulo 7

EJERCICIOS

1.

2.

Resolver los ejercicios planteados en el Capitulo 2 acerca de la inversa generalizada.
Sea X = [0,1] y el modelo de regresiéon y(z) = a1 + asx + &(z) con o?(z) = 1.

a) Establecer correspondencias biunivocas entre M y los conjuntos:
1 a 9 0 o
{ 0 b 0<b<a<l,a®*<b}y{M(E)eM:¢{= }

b) Demostrar que la aplicacién:
My — R M(§) — varea
es estrictamente convexa en las matrices de informacién regulares.

Sean (X,01,0) y (X, 02,0) dos modelos de regresiéon. Supongamos que ©1 C Oy y que & es
un disefio en ambos modelos. Sea g un funcional lineal en O3 y sea g |e, la restriccién de g
al conjunto ©1. Probar que:

vargg |e, < vargg

Indicacion: Utilicese la expresién de la varianza del BLUE.

Se tiene un polinomio de grado m con coeficientes desconocidos. Se puede observar su valor,
independientemente, en N puntos 1, ...,y € [0,1]. Se supone que o?(z) = o2 es constante.
Encontrar una expresién reducida del determinante de la matriz de informacién del diseno
exacto x1,...,xN en el caaso N = m + 1.

Sea (X, 0, 0) un modelo de regresién lineal con observaciones incorreladas. Sean x1,...,z) €
Xyo,...,o €[0,1] tales que 3% ; oy < 1. Sea ® una funcién criterio y sea &* un disefio
®-6ptimo. Denotaremos:

Es ={{ € E:&(x1) > alphay, ..., &(x) > alphay}
Mg ={M() e M:£€Eg}

a) Demostrar que M y Mg son homeomorfos. Deducir que si M es compacto entonces
también lo serd Mg.
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b) Encontrar una relacién entre las matrices de informacién M(§) € M y su imagen,
M (&) € Mg, por el homeomorfismo natural dado en el primer apartado.

¢) Deducir del segundo apartado que el diseno imagen &} del diseno &* verifica que:

BM(&5)] = mix (M ()]

6. Sea X = [0, 1] y el modelo de regresién y(z) = ae P £ e(z) con 02(z) = 1. Por la experiencia
anterior se obtiene un primera estimacién de los parametros ag =1y Gy = 1/2.

a) Linealizar el modelo.

b) Encontrar la matriz de informacién del diseno:

0 1
50:{ 1/2 1/2}

¢) Demostrar que no es un disefio D-6ptimo utilizando el teorema de equivalencia y acotar
el error cometido al tomar este diseno como D-éptimo.
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