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4 ÍNDICE GENERAL

5. Teorema de equivalencia 41

6. Construcción 45

6.1. Aproximación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

6.2. Procesos iterativos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

6.2.1. Paso armónico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

6.2.2. Algoritmo ascendente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

6.2.3. Algoritmo acelerado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

6.2.4. X finito . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

7. EJERCICIOS 53



Caṕıtulo 1

Introducción

Un experimento se lleva a cabo con el objeto de extraer conclusiones generales a partir de la
observación de un número limitado de casos, es decir, a partir de una muestra. Interesa que los casos
analizados proporcionen una información suficiente y representativa acerca de toda la población. A
primera vista se aprecia que dicha fiabilidad crece con el aumento de casos observados, y es cierto,
pero en la práctica dicho número estará limitado por factores económicos, temporales, de falta de
recursos, etc. Además el tratamiento estad́ıstico de estos datos se complica con el aumento del
número de casos observados.

De lo dicho anteriormente se desprende la necesidad de optimizar los resultados finales emple-
ando para ello las observaciones experimentales oportunas y estrictamente necesarias. El diseño
óptimo de experimentos, como su propio nombre indica tratará de diseñar un experimento de for-
ma que se alcance la inferencia estad́ıstica más precisa posible con el mı́nimo coste. Un estudio
apropiado sobre el mejor diseño experimental mejora en gran medida la estimación en los modelos
de regresión.

Antes de seguir adelante conviene precisar claramente qué entendemos por experimento cient́ıfi-
co. Se podŕıa dar una definición de experimento cient́ıfico como un conjunto, más o menos complejo,
de actividades realizadas con el fin de alcanzar un conocimiento profundo acerca de un objeto. Se
trata pues de un proceso cuyos resultados no se conocen de antemano con certeza.

El siguiente ejemplo nos mostrará la importancia de hacer un buen diseño del experimento:

1.1. Ejemplo ilustrativo

Se trata de obtener el peso de dos objetos. Para ello disponemos de una balanza tradicional
con dos platos y la posibilidad de hacer dos pesadas. Se supone que el error de pesada o error
experimental, ε, sigue una distribución N (0, σ2), de modo que si P es el peso real de un objeto e
y es la medida que da la balanza el modelo es:

y = P + ε

El diseño clásico de experimentación consistirá en pesar separadamente los dos objetos y obser-
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6 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

var y1 e y2, que serán las mejores estimaciones de los pesos. Se trata de las estimaciones máximo
verośımiles, que son centradas y de varianza σ2. Además dichas estimaciones son independientes,
por serlo las pesadas. Eso significa que ambas estimaciones son incorreladas. En la Figura 1.1 se
muestran las dos pesadas.

Figura 1.1: Diseño clásico

Veamos que existe un diseño experimental que proporciona una varianza menor de los esti-
madores. Consistirá en utilizar los dos objetos en las dos pesadas. En la primera se colocan los dos
en el mismo plato y en la segunda en platos distintos, de modo que se obtienen los pesos:

y3 = PA + PB + ε1

y4 = PA − PB + ε2

Y la estimación mejor de los pesos (EMV) es:

P̂A =
y3 + y4

2

P̂B =
y3 − y4

2

Se trata de estimadores centrados cuya varianza es:

var(P̂A) = var(P̂B) =
1
4
2σ2 =

σ2

2

Por tanto se consigue disminuir la varianza de los estimadores a la mitad haciendo un uso óptimo
de la información experimental. En este caso las estimaciones de los dos parámetros son también
incorreladas:

cov(P̂A, P̂B) = 1/4{cov(y3, y3)− cov(y3, y4) + cov(y3, y4)− cov(y4, y4)} = 0

y puesto que la distribución conjunta de las dos estimaciones se ha supuesto normal, entonces serán
también independientes. En la Figura 1.2 se muestran estas dos pesadas.

Figura 1.2: Diseño mejorado
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1.2. Etapas del diseño óptimo de un experimento

Mediante el experimento cient́ıfico obtenemos unas obseraciones que nos van a permitir ajustar
un modelo al objeto de estudio. Dicho modelo debe contener una descripción del estado del objeto
observado. Estamos interesados en el modelo de regresión, en el que se conoce de antemano el
conjunto de puntos observables. Un estado se definirá como la función que asigna a cada punto de
este conjunto la media de las cantidades observadas en él. Estas cantidades serán consideradas como
variables aleatorias. La elección del modelo para la búsqueda del diseño óptimo es un problema
abierto que no tiene una solución general. Interesa buscar un diseño que dé estimadores precisos
para el modelo elegido, y que simultáneamente proporcione protección contra modelos inadecuados.
Un buen diseño en un determinado aspecto puede no serlo tanto en otro. Por tanto el diseño optimo
de un experimento se desarrolla en las tres etapas siguientes:

1. Elección del modelo de regresión.

2. Elección de un criterio de optimización; esto exige confrontar la teoŕıa con la situación real.

3. Utilización de un algoritmo para el cálculo del diseño óptimo. Eso necesitará la medición de
la distancia que separa el diseño óptimo de los diseños que vamos obteniendo en cada paso.

1.3. Panorámica historica del diseño óptimo de experimentos

Hagamos una pequeña introducción histórica para situar el tema. El primer trabajo en diseño
óptimo de experimentos fue publicado el año 1918 por una mujer, Kirstine Smith [189]. Propuso un
criterio para la regresión polinomial, que más tarde, en 1959, fue llamado G-optimización por Kiefer
y Wolfovitz, [128]. Sin embargo ha sido a partir de los años cincuenta cuando se ha comenzado a
trabajar en mayor medida en este tema. El punto de arranque para el desarrolo de esta teoŕıa fue
la matriz de dispersión obtenida por el método de los mı́nimos cuadrados, también llamada matriz
de información. El diseño óptimo de experimentos se desarrolla en dos corrientes paralelas. Por una
parte G. E. P. Box y sus seguidores (N. R. Draper, J. S. Hunter, Lucas, Wilson y otros) basan
su trabajo en la matriz de dispersión para valorar la elección de los puntos de observación. Desde
este punto de vista la generalización a funciones no polinómicas se hace problemática. Por otro
lado J. Kiefer propondrá el empleo de funcionales de la matriz de dispersión como posibles criterios
de optimización. Algunos de sus seguidores son Atwood, Covey-Crump, Silvey, Fedorov, Karlin,
Studden, Whittle, Wynn,...

En 1943 Wald, [210], establece el criterio de maximización del determinante de la matriz de
información. Más tarde Kiefer y Wolfovitz le darán el nombre de D-optimización y extenderán su
utilización al modelo de regresión más general. Diez años después Chernoff, [56], utiliza el teorema
de Taylor para linealizar modelos no lineales. Emplea para ello un valor inicial de los parámetros y
el criterio de la maximización de la traza de la matriz de información, que ya hab́ıa utilizado Elfving
en 1952, [70]. Dos años más tarde De la Garza, [62], demuestra que para un modelo polinómico de
grado m− 1 y dado un diseño con más de m puntos en su soporte, siempre existe otro diseño con
m puntos en su soporte y que tiene la misma matriz de información. Kiefer en 1959 corregirá esta
demostración. En 1955 Ehrenfeld, [68], establece un nuevo criterio de optimización que consiste en
maximizar el mı́nimo autovalor de la matriz de información.
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En 1958 Hoel, [107], comprueba en algunos casos que los criterios de Smith y de Wald dan los
mismos resultados. Con esto se muestra precursor del teorema de equivalencia dado por Kiefer y
Wolfovitz en 1959, [128]. También en 1958 Guest, [96], demostró que en la regresión polinomial el
diseño óptimo obtenido con el criterio de Smith tiene su soporte en los ceros de la derivada de un
polinomio de Legendre.

Kiefer y Wolfovitz han contribuido en gran medida al diseño óptimo de experimentos. A ellos se
deben dos grandes resultados: la idea del diseño como medida y el teorema de equivalencia. También
proviene de ellos la consideración del problema de optimización parcial cuando no interesa o no es
necesaria la optimización de todos los parámetros. Kiefer extiende el teorema de equivalencia a esta
situación. Sugieren también en 1959, [128], el empleo de la teoŕıa de juegos para la construcción
de diseños. Sin embargo, parece más útil esta teoŕıa para la verificación de la optimización de un
diseño dado que para su construcción. Kiefer y Wilfovitz en 1960-61, [129] y [123], dan ejemplos
de la construcción de diseños D-óptimos, pero no establece un método general. Fedorov y sus
seguidores son los primeros en desarrollar un método general para la construcción del diseño D-
óptimo. Demuestran también que dicho algoritmo converge y dan un valioso procedimiento para
calcular la matriz de información y su inversa en cada paso a partir de los cálculos hechos en el
paso anterior.

En 1959 G. E. P. Box y Lucas, [41], aplicaron el criterio de D-optimización en modelos no lineales.
Usando un argumento geométrico obtienen diseños de m puntos para modelos de m parámetros.
Demuestran que el diseño D-óptimo maximiza el volumen del simplex definido por la imagen del
diseño.

En 1965 G. E. P. Box y Hunter, [40], obtienen un algoritmo para la determinación del diseño
D-óptimo en el modelo no lineal. Se trata esencialmente de una aplicación de la versión de Wynn
del teorema de equivalencia. Al año siguiente Karlin y Studden, [120], extienden y simplifican los
resultados de optimización parcial, en particular cuando la matriz de información es singular. En
1967 Draper y Hunter, [66], discutieron el problema de seleccionar distribuciones de parámetros
a priori con el objeto de obtener diseños para modelos no lineales. Un año más tarde Atkinson y
Hunter, [14], extendieron los resultados de Box y Lucas al caso en que el diseño toma más de m
puntos. En 1968-70 M. J. Box ([42], [43], [44] y [44]) da algunos resultados adicionales para diseños
no lineales. En 1969 Atwood, [15], obtiene mejores resultados en optimización parcial, y estudia el
papel de la simetŕıa en diseño óptimo.

El cálculo del diseño óptimo no es fácil de implementar. Por este motivo Nalimov et al en 1970,
[156], y Box y Draper en 1971, [46], restringen el diseño a un número fijo de observaciones N, y
hablarán de DN-optimización y de GN-optimización, pero entonces no se cumplirá el teorema de
equivalencia, y por tanto no se puede aplicar el algoritmo de Fedorov. Otros autores desarrollarán
algoritmos para su obtención, pero sin garantizar la convergencia. En 1972 Wynn, [220], extiende el
algoritmo, que él mismo hab́ıa creado poco tiempo antes, a la optimización parcial de los parámetros.
Está basado en la extensión del teorema de equivalencia.

Por su parte Silvey y Titterington en 1973, [187], dan una interpretación geométrica del diseño
óptimo y plantean un algoritmo para obtener un diseño D-óptimo en el espacio dual. En este mismo
año White, [214], extiende el teorema de equivalencia a diseños para modelos no lineales. En 1974
Kiefer, [124], da otros resultados de equivalencia para otros criterios. Cuatro años más tarde Wu
y Wynn, [218], dan condiciones generales para la convergencia de los algoritmos para la obtención
del diseño óptimo.
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En 1980 Hill, [106], demostró que si un modelo no es lineal en alguno de los parámetros,
entonces el diseño D-óptimo no depende del valor de los parámetros en que es lineal. En 1982
Currie, [60], compara diversos diseños para estimar los parámetros en la ecuación de Michaelis-
Menten, frecuentemente utilizada en cinética de enzimas. Un año más tarde Abdelbasit y Placket,
[1], trabajan con modelos de regresión loǵıstica y obtienen diseños que maximizan la información
sobre los parámetros en el modelo. Otros desarrollos recientes se deben a Atkinson (1982, [9]),
Pázman (1980, [166]), ... El art́ıculo de Ash y Hedayat (1978, [7]) es una amplia recopilación de la
bibliograf́ıa sobre diseño óptimo hasta ese momento. Una buena introducción al tema la hacen John
y Draper en 1975, [117]. Los libros de Fedorov (1972, [74]), Silvey (1980, [186]), Pázman (1986, [168])
y los recien editados de Atkinson (1992, [10]) y Pulkenseim (1993, [173]) son un buen compendio
de los resultados más importantes obtenidos hasta esos momentos. En 1985 se publicó un libro
recogiendo una colección de art́ıculos de Kiefer sobre diseño óptimo de experimentos (vase [50]).
Dicha colección es de un inestimable valor para los investigadores en esta materia.

El uso de la informática en los diversos campos de la estad́ıstica supone un avance considerable.
En particular, en el diseño óptimo de experimentos los primeros que investigan sobre esto son G. E.
P. Box y Hunter en 1965, [40], para modelos no lineales. La ayuda del ordenador fue estimulada con
el fin de conseguir diseños óptimos exactos en N pruebas. El algoritmo informático más popular
es DETMAX, desarrollado por Mitchell en 1974, [149], para la búsqueda de diseños D-óptimos. En
1980 Galil y Kiefer, [86], hacen algunas modificaciones. En 1982 Welch, [211], desarrolla un nuevo
programa más completo. Atkinson (1992, [10]) propone un programa para diseños exactos.

Paralelamente en 1974 Snee y Marquardt, [190], desarrollan el programa XVERT para el diseño
óptimo en mixturas de modelos. En 1983 Nigam y Gupta, [161], proponen una nueva versión de
este algoritmo.

1.4. Contexto del diseño óptimo

En lo que sigue utilizaremos modelos de regresión con observaciones incorreladas. El modelo
vendrá determinado por los integrantes que describimos a continuación. En primer lugar hemos de
especificar el conjunto de puntos observables, donde valoran las llamadas variables controlables.
Dicho conjunto recibe el nombre de espacio del diseño o dominio experimental y será denotado
por X. En la práctica el espacio X va a ser un subconjunto compacto de un espacio eucĺıdeo (con
frecuencia un intervalo de la recta real). Por este motivo no constituye restricción grave suponer
desde ahora en adelante que dicho conjunto es compacto.

Entenderemos por estado, θ, una función que asigna a cada punto de X el promedio de las
cantidades y(x) observadas en él. Estas cantidades son variables aleatorias que dependen de la
inestabilidad de las condiciones, siendo su varianza conocida:

σ2(x) = E({y(x)− E[y(x)]}2)

mientras que la esperanza, E[y(x)], es desconocida. Un buen diseño tratará de reducir al mı́nimo
la influencia de la inestabilidad de las condiciones.

El modelo de regresión puede expresarse de la forma:

θ(x) = E[(y(x)] = η(x), x ∈ X
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o bien, escrito de otra manera:

y(x) = η(x) + ε(x), x ∈ X y siendo E[ε(x)] = 0

donde la función η se conoce como superficie respuesta o función de regresión. Habitualmente
supondremos que dicha función es parcialmente conocida, es decir, que está dentro de una familia
paramétrica de funciones:

η(x) = η(x, α)

donde los parámetros αt = (α1, . . . , αm) ∈ <m son desconocidos y su especificación determina
totalmente a η. Sin embargo no es la estimación de estos parámetros lo que perseguimos, sino más
bien diseñar el experimento de forma que dicha estimación sea óptima.

El caso más interesante, y que trataremos especialmente es el modelo lineal con observaciones
incorreladas. El problema se plantea de la forma siguiente:

θ(x) = E[y(x)] = αtf(x) = α1f1(x) + . . .+ αmfm(x), x ∈ X

donde f t(x) = (f1(x), . . . , fm(x)) es una función vectorial continua y conocida.

Por tanto el modelo de regresión lineal con observaciones incorreladas viene determinado por
una terna (X,Θ, σ) donde X es un espacio métrico y compacto, Θ es un <-espacio vectorial de
dimensión finita m, compuesto por funciones reales y continuas definidas en el conjunto X. Siempre
se puede conseguir que las funciones f1(x), . . . , fm(x) formen una base de este espacio. Basta para
ello tomar una base del espacio vectorial Θ, y redefinir el problema con nuevos parámetros. El
espacio vectorial Θ será llamado espacio de estados. Por su parte σ será una función positiva y
continua. Además las observaciones y(x), x ∈ X, son variables aleatorias incorreladas.

Si de antemano suponemos que el número de observaciones que podemos realizar es N , lla-
maremos diseño de tamaño fijo o diseño exacto de tamaño N a una sucesión de N puntos de X:
x1, . . . , xN ; donde eventualmente podŕıan coincidir algunos de ellos. Con el objeto de no repetir
puntos denotaremos por Nx el número de observaciones realizadas en el punto x. Podemos entonces
asociar a este diseño la medida discreta:

ξ(x) =
Nx

N
,x ∈ X

Esto sugiere una definición más general de diseño aproximado o asintótico como una medida discreta
de probabilidad, ξ, en X con soporte finito.

Cabŕıa aún una definición más general del diseño como una medida de probabilidad cualquiera,
en cuyo caso suele denominarse diseño continuo. En la práctica no nos interesan estos dos tipos
de diseño, ya que no es posible realizar infinitas observaciones o un número decimal, Nx = Nξ(x)
de ellas. No obstante son convenientes para demostrar ciertas propiedades. Además eligiendo N
suficientemente grande, podremos aproximar un diseño de estas caracteŕısticas a uno exacto.

El soporte de un diseño ξ se denotará por:

Xξ = {x ∈ X : ξ(x) > 0}

Como ya hemos apuntado más arriba, los mejores diseños serán aquéllos que en algún sentido min-
imicen la varianza de los estimadores de los parámetros, que son el objeto último de un buen diseño
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experimental. Puesto que no podemos minimizar todas las varianzas simultáneamente, trataremos
de minimizarlas en algún sentido. Cuál es el criterio más apropiado dependerá de cada caso concreto.
Más adelante analizaremos los distintos criterios que se emplearán con este fin.

Ejemplo 1.1

1. Continuando con el ejemplo del primer caṕıtulo vamos a tratar de identificar los conceptos
definidos anteriormente:

Podemos considerar como dominio experimental el conjunto X = {x1, x2, x3, x4}, donde los
puntos observables, correspondientes a las posibles pesadas, vienen definidos de la forma:

x1= Se coloca el objeto A en un plato.

x2= Se coloca el objeto B en un plato.

x3= Se colocan los dos objetos en un plato.

x4= Se coloca un objeto en cada plato.

Se podŕıan considerar otras posibles pesadas haciendo la precisión de si el o los objetos se
colocan en un plato o en el otro, pero esto conduce a los mismos pesos cambiados de signo.
Por tanto no ser necesario considerar este caso.

El modelo lineal utilizado es el siguiente:

y(x) = f1(x)PA + f2(x)PB + ε(x), x ∈ X

θ(x) = Eθ[y(x)] = f1(x)PA + f2(x)PB, x ∈ X

es decir, el espacio vectorial de estados será:

Θ = {f1PA + f2PB : (PA, PB) ∈ (0,∞)2}

donde la función f = (f1, f2) viene definida de la forma siguiente:

f(x1) = (1, 0), f(x2) = (0, 1), f(x3) = (1, 1) y f(x4) = (1,−1)

La funcin f es continua en X, que es discreto y por tanto toda funcin es continua. Uno de los
requerimientos del problema es que no se pueden hacer más de dos pesadas. Esto significa que
estamos buscando un diseño exacto de tamaño 2. El diseño clásico tomaba la base canónica
f(x1) = (1, 0), f(x2) = (0, 1), sin repetición de ninguna de las dos pesadas, es decir, se trata
del diseño:

ξ1 =

{
x1 x2

1/2 1/2

}

mientras que el diseño mejorado seŕıa el siguiente:

ξ2 =

{
x3 x4

1/2 1/2

}
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2. Establecemos ahora algunos tipos de modelos de uso frecuente en la literatura:

Modelo de observaciones directas: Θ = {αj : α ∈ <, donde j(x) = 1, x ∈ Ξ}. De este modo
E[y(x)] = α + ε, x ∈ Ξ. En este modelo el interés se centra en la estimación directa de la
cantidad observada, que se supone constante en todos los puntos observables de X.

Modelo de observaciones indirectas: Θ = {
∑m

i=1 αifi : (α1, . . . , αm) ∈ <m}, donde f1, . . . , fm

son funciones continuas y linealmente independientes. Como hemos visto, todo modelo lineal
con observaciones incorreladas puede reducirse a éste.

Modelo con enparejamiento lineal: X finito,

Θ = {θ ∈ C(X) :
∑
x∈Ξ

bi(x)θ(x) = 0 para i = 1, . . . , q} (1.1)

siendo b1, . . . , bq funciones linealmente independientes. Con este modelo se busca discriminar
cules de las funciones que verifican las condiciones impuestas en (1.1) son las que mejor se
ajustan a los datos observados. Un ejemplo seŕıa el siguiente:

Θ = {θ ∈ C([−1, 1]) : θ(−1) = θ(1) y θ(0) = 0}

En este caso se está imponiendo la condición de que las funciones a ajustar tomen valores
idénticos en los extremos y que pasen por el origen. Estas restricciones pueden ser datos que
se conocen a priori y que se muestran convenientes para obtener un ajuste adecuado.

Modelo de observaciones indirectas bajo restricciones lineales:

Θ = {
m∑

i=1

αifi :
m∑

j=1

Bkjαj = 0 para k = 1, . . . , q}

siendo Bkj números dados tales que el rango de la matriz: B11 . . . B1m

. . . . . . . . .
Bq1 . . . Bqm


sea máximo. Este modelo se podŕıa reducir a un modelo lineal de observaciones indirectas
reduciendo el número de parámetros a m− q.

Modelo de regresión spline: Sea X = [a, b] y sea una particón del intervalo x0 = a < x1 <

. . . < xk = b. Supongamos que f (i)
1 , . . . , f

(i)
m son funciones linealmente independientes en el

intervalo [xi−1, xi], i = 1, . . . , k. El espacio de estados será:

Θ = {θ ∈ C(X) : θ[xi−1,xi] ∈ 〈f
(i)
1 , . . . , f

(i)
m 〉,

ĺımx→x+
i

∂jθ(x)
∂xj = ĺımx→x−i

∂jθ(x)
∂xj , i = 1, . . . , k − 1, j = 0, . . . , r}

Es un modelo de regresión a trozos que conecta con suavidad en los extremos de los intervalos
de la partición. Para j = 0 tenemos la condicin de continuidad, mientras que para j = 1
tenemos la de diferenciabilidad. Aśı, en el intervalo [xi−1, xi] el modelo será de la forma:

α
(i)
1 f

(i)
1 + . . .+ α(i)

m f (i)
m
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A modo de ejemplo supongamos que X = [0, 2] = [0, 1]
⋃

[1, 2], y que el modelo es E[y(x)] =
α1 +α2x en X = [0, 1] y E[y(x)] = β1x+β2x

3 en X = [1, 2] para j=1. Se tendrn las siguientes
condiciones de unin:

α2 = β1 + 3β2

α1 + α2 = β1 + β2

y habra que estimar solamente dos parmetros.

Modelo del Análisis de la Varianza con dos factores:

X = {(i, j) : i ∈ {1, . . . , v}, j ∈ {1, . . . , b}}

Θ = {θ(i, j) = µ+ αi + βj :
∑

αi =
∑

βj = 0}

Cada punto observable determina en qué categoŕıa se ha de introducir el individuo observado.
El valor observado dependerá, en principio, de los dos factores, que pueden tomar cada uno
v y b valores respectivamente. No se considera interaccin entre los factores.

Este caso podra reducirse al modelo de observaciones indirectas con restricciones lineales.
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Caṕıtulo 2

Estimadores de funcionales lineales

En muchas ocasiones va a resultar más interesante estimar determinadas relaciones entre los
parámetros que estimar cada uno de ellos. Esto sugiere la siguiente definición de funcional lineal,
g, como una función lineal del espacio de estados en la recta real:

g : Θ −→ <

Supondremos que la aplicación g tiene como matriz asociada en la base {f1, . . . , fm} de Θ el vector
ct = (c1, . . . , cm). Es decir, dado un estado:

θ(x) =
m∑

i=1

αifi(x)

entonces g(θ) = αtc.

Buscaremos entonces una buena estimación de g(θ). Su valor será calculado a partir de los datos
experimentales, utilizando para ello una función lineal de las variables respuesta:

N∑
i=1

aiy(xi)

donde a1, . . . , aN son ciertos coeficientes que habrá que determinar bajo ciertas exigencias. A esta
función se le llamará estimador lineal de g. Diremos además que es un estimador centrado siempre
que:

E[
N∑

i=1

aiy(xi)] = g(θ)

Diremos que g es estimable si existe al menos un estimador lineal centrado de g. El mejor
estimador lineal centrado será aquél que tenga mı́nima varianza (BLUE, the best linear unbiased
estimator), es decir, el estimador:

N∑
i=1

a?
i y(xi)

15
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tal que:

var[
N∑

i=1

a?
i y(xi)] = min{var[

N∑
i=1

aiy(xi)] : (a1, . . . , aN ) ∈ <N , E[
N∑

i=1

aiy(xi)] = g(θ), θ ∈ Θ}

es decir, dicho estimador vendrá dado por los coeficientes a?
i tales que:

N∑
i=1

a?2
i σ

2
i = mı́n{

N∑
i=1

c2iσ
2
i : (a1, . . . , aN ) ∈ <N ,

N∑
i=1

aiθ(xi) = g(θ), θ ∈ Θ}.

Nos interesa obtener una expresión expĺıcita de estos coeficientes. A ello, como un primer pa-
so, va encaminada la definición que daremos a continuación. Dado un diseño de tamaño fijo N ,
utilizaremos la siguiente notación:

Y = (y(x1), . . . , y(xN ))t

C = (a1, . . . , aN )t

X =

 f1(x1) . . . fm(x1)
. . . . . . . . .

f1(xN ) . . . fm(xN )


Definición 2.1 La matriz de información de un diseño exacto x1, . . . , xN , se define como la matriz:

M = XtΣ−1X

donde Σ = diag(σ2(x1), . . . , σ2(xN )).

Por construcción esta matriz es simétrica y semidefinida positiva:

utMu = utXtΣ−1Xu = (Σ−1/2Xu)t(Σ−1/2Xu) =‖ Σ−1/2Xu ‖2≥ 0, u ∈ <m

Teniendo en cuenta que esta matriz es la inversa de la matriz de covarianzas, se podra haber
concluido que es semidefinida positiva.

Hasta ahora hemos definido la matriz de información y hemos calculado los estimadores utilizan-
do diseños exactos. Esto lo generalizaremos a continuación para diseños aproximados o asintóticos.

Definición 2.2 Se define la matriz de información asociada a un diseño aproximado ξ como la
matriz de orden m:

M(ξ) =
∑
x∈X

f(x)f t(x)σ−2(x)ξ(x)

Observación 2.1 Puede darse una definición análoga en cuanto a la matriz de información de
un diseño continuo. A partir de ahora utilizaremos solamente diseños aproximados o asintóticos y
los denominaremos simplemente diseños. Si ξ es un diseño exacto x1, . . . , xN entonces según esta
nueva definición de matriz de información asociada a un diseño en general tendremos:

M(ξ) =
1
N

∑
x∈X

fi(x)fj(x)σ−2(x)Nx =
1
N
M
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En muchas ocasiones suponer que la varianza de las observaciones es uno, σ2(x) = 1, no
supone una pérdida de generalidad, sin más que sustituir σ−1(x)θ(x) y σ−1(x)f(x) por θ(x) y f(x)
respectivamente. De este modo el error sigue teniendo esperanza nula y la varianza del nuevo modelo
se hace igual a uno. En este caso la matriz de información quedará:

M(ξ) =
∑
x∈X

f(x)f t(x)ξ(x)

En lo que sigue se supondrá siempre que σ2(x) = 1, salvo que se especifique lo contrario.

Ejemplo 2.1

Continuando con el modelo del ejemplo estudiado en el primer caṕıtulo y con los dos diseños
propuestos, calculamos ahora las matrices de información asociadas a ellos:

M(ξ1) =
σ−2

2

(
1
0

)
(1, 0) +

σ−2

2

(
0
1

)
(0, 1) =

(
1

2σ2 0
0 1

2σ2

)

M(ξ2) =
σ−2

2

(
1
1

)
(1, 1) +

σ−2

2

(
1
−1

)
(1,−1) =

(
1
σ2 0
0 1

σ2

)
Supongamos ahora que estamos interesados en estimar la suma de los pesos de los dos objetos, es
decir, el funcional lineal g(θ) = PA +PB, de modo que c = (1, 1). Puesto que tanto los estimadores
de PA y PB obtenidos a través del diseño clásico como los obtenidos a través del diseño mejorado
eran centrados entonces P̂A + P̂B será un estimador centrado de g. Además dicho estimador es
combinación lineal de y0, . . . , y4 en ambos casos. Se deduce por tanto que g es estimable. Buscaremos
el BLUE. Para ello hemos de minimizar la función:{

ψ(a1, . . . , a4) =
∑4

i=0 c
2
iσ

2

con la restricción
∑4

i=0 aiθ(xi) = g(θ)

Puesto que θ(x1) = PA, θ(x2) = PB, θ(x3) = PA + PB y θ(x4) = PA − PB, la restriccin se reduce a
a1PA+a2PB +a3(PA+PB)+a4(PA−PB) = PA+PB. Puesto que ha de cumplirse para todo posible
valor de los parmetros PA y PB igualando los coeficientes de estos tendremos las dos restricciones
correspondientes que dan lugar al problema de programacin cuadrtica con restricciones lineales
siguiente: 

mı́n
∑4

i=0 c
2
i

con

{
1− a1 − a3 − a4 = 0
1− a2 − a3 + a4 = 0

Resolviendo este problema con los multiplicadores de Lagrange, obtenemos la solución siguiente:

a1 = 1/3, a2 = 1/3, a3 = 2/3, a4 = 0

de modo que el BLUE de g es:
ĝ = y1/3 + y2/3 + 2y3/3

y su varianza:
var(ĝ) = 2σ2/3

.
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Notación 2.1 Sea A una matriz cualquiera de orden m. Se definen los conjuntos siguientes:

M(A) = {Au : u ∈ <m}

N (A) = {u ∈ <m : Au = 0}

que son los subespacios imagen y núcleo de la aplicación lineal asociada a la matriz A.

El conjunto de todos los diseños en el modelo se denotará por Ξ, mientras que el conjunto de
todas las matrices de información será:

M = {M(ξ) : ξ ∈ Ξ}

El conjunto M tiene en general una estructura más sencilla que el conjunto Ξ. De hecho, como
veremos en la siguiente proposición, M es un subconjunto convexo de un espacio eucĺıdeo, el de las
matrices cuadradas de orden m y simétricas. Además la varianza de un estimador será función de
la g-inversa de la matriz de información.

Proposición 2.1 El conjunto M es convexo.

Demostración: Sean ξ1, ξ2 ∈ Ξ y 0 < λ < 1, entonces:

(1− λ)M(ξ1) + λM(ξ2) = M [(1− λ)ξ1 + λξ2] ∈M

Proposición 2.2 1. La matriz de información es simétrica y semidefinida positiva.

2. Si ξ tiene menos de m puntos en su soporte, entonces detM(ξ) = 0.

Demostración:

1. La definición de la matriz de información muestra directamente que se trata de una matriz
simétrica. Además, sea u vector de <m, entonces:

utM(ξ)u =
∑
x∈X

utf(x)f t(x)uσ−2(x)ξ(x) =
∑
x∈X

‖ utf(x) ‖2 σ−2(x)ξ(x) ≥ 0

2. Supongamos que ξ tiene en su soporte k < m puntos: x1, . . . , xk. En el desarrollo del deter-
minante aparecerán siempre al menos dos columnas iguales y por tanto el determinante ha
de ser cero.

Observación 2.2 Deduciremos ahora una expresión expĺıcita del determinante de la matriz de
información. Para simplificar la notación supondremos que σ(x) = 1. En primer lugar trataremos
el caso en el que el soporte se reduce a m puntos, Xξ = {x1, . . . , xm}. Llamaremos:

mij =
∑
x∈X

fi(xk)fj(xk)ξ(xk)

aik = fi(xk)ξ(xk), bjk = fj(xk)
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Denotando A = (aik) y B = (bjk) tendremos la siguiente expresión:

detM(ξ) = detAdetB =
m∏

k=1

ξ(xk) det[fi(xj)]2 (2.1)

En el caso más general en que Xξ = {x1, . . . , xr} con r ≥ m tendremos:

detM(ξ) = det[{
∑r

k=1 fi(xk)fj(xk)ξ(xk)}] =
∑

τ∈Sr
det[{fi(xτ(j))fj(xτ(j))ξ(xτ(j))}] =∑

τ∈Sr

∏m
j=1 ξ(xτ(j)) det[{fi(xτ(j))}]2 =

∑
k1<...<km

ξ(xk1) · · · ξ(xkm) det[{fi(xkj
)}]2

donde hemos llamado Sr al grupo simétrico de las permutaciones de orden r. La tercera igualdad
se ha obtenido a partir de (2.1).

Ejemplo 2.2

Sea el modelo con dos parámetros θ(x) = αf(x) + βg(x), σ2(x) = 1, x ∈ X. El determinante de la
matriz de información asociada a un diseño cualquiera será:

detM(ξ) =
∑

i<j ξ(xi)ξ(xi) det

(
f(xi) f(xj)
g(xi) g(xj)

)2

=∑
i<j ξ(xi)ξ(xi)[f(xi)g(xj)− f(xj)g(xi)]2

Observación 2.3 La siguiente proposición nos dará una expresión expĺıcita de la varianza del
BLUE del funcional g. Para ello se hará uso de la inversa generalizada de una matriz.

Dada una matriz cualquiera, A, diremos que A− es una inversa generalizada o g-inversa cuando
AA−A = A. Otra definición equivalente a ésta es la siguiente: A− es una inversa generalizada de A
si A−u satisface la ecuación Ax = u para cada u de M(A). La inversa generalizada existe siempre,
pero en general no es única. Si A es cuadrada y regular entonces la inversa generalizada coincide
con la matriz inversa.

Cuando la matriz A es simétrica, existe una g-inversa muy particular, debida a Penrose, y que
denotaremos por A+. Esta matriz es la única que verifica lo siguiente:

A+u =

{
0 si u ∈ N (A)
wu si u ∈M(A)

donde wu es el único vector de M(A) tal que Awu = u.

Ejercicios.- Demostrar que:

1. Las dos definiciones de inversa generalizada son equivalentes.

2. Siempre existe la inversa generalizada.

3. Dar un ejemplo en el que la inversa generalizada no sea única.

4. Si A es simétrica entonces existe un único vector wu de M(A) tal que Awu = u.
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5. A+ es una g-inversa de A y además A+AA+ = A+.

Proposición 2.3 1. g es estimable para el diseño ξ si, y sólo si c ∈M[M(ξ)]. Entonces existe
un único vector zc ∈M[M(ξ)] de modo que c = M(ξ)zc. La varianza del BLUE es:

var(ĝ) = N−1zt
cM(ξ)zc = N−1ctM−(ξ)c = N−1 sup{ (ctα)2

αtM(ξ)α : α ∈ <m,M(ξ)α 6= 0} =
N−1 sup{2ctα− αtM(ξ)α : α ∈ <m}

2. Si g1 y g2 son funcionales estimables, entonces:

cov(ĝ1, ĝ2) = N−1ct1M
−(ξ)c2

Demostración.- Bastar tener en cuenta que:

Σctβ̂ = ctΣβ̂c

Σ(c1,c2)tβ̂ = (c1, c2)tΣβ̂(c1, c2) =

(
ct1Σβ̂c1 ct1Σβ̂c2
ct2Σβ̂c1 ct2Σβ̂c2

)

Observación 2.4 La definición general de funcional estimable haćıa referencia a un diseño exacto.
Aśı ha de entenderse la proposición anterior. Estos resultados sugieren la siguiente definición:

Definición 2.3 Dado un diseño ξ y un funcional g, se define la varianza generalizada de g respecto
del diseño ξ como:

varξg = sup{ (ctα)2
αtM(ξ)α

: α ∈ <m,M(ξ)α 6= 0}

que puede también escribirse de la forma:

varξg =

{
ctM−(ξ)c si c ∈M[M(ξ)]
∞ si c 6∈ M[M(ξ)]

y se define la covarianza de dos funcionales g1 y g2 respecto de ξ como:

covξ(g1, g2) = ct1M
−(ξ)c2

Estamos interesados en buscar ξ de manera que se haga mı́nima esta varianza. A este fin van
encaminadas las siguientes proposiciones, cuya demostración se omite.

Proposición 2.4 Si M(ξ) ≥ M(η), es decir M(ξ) − M(η) es semidefinida positiva, entonces
varξg ≤ varηg cualquiera que sea el funcional lineal g definido en el espacio de estados. Rećıproca-
mente, si varξg ≤ varηg entonces se cumple que:

M[M(ξ)] ⊃M[M(η)] y utM(ξ)u ≥ utM(η)u, u ∈M[M(η)]

Proposición 2.5 M(ξ) = M(η) si, y sólo si varξg = varηg, para cada funcional lineal, g, definido
en el espacio de estados.



21

Proposición 2.6 Si M(ξ) y M(η) son regulares, entonces:

M(ξ) ≥M(η) =⇒ varξg ≤ varηg, para cada funcional g

Además:
M(ξ) > M(η) ⇐⇒ varξg < varηg, para cada funcional g 6= 0

Proposición 2.7 Si λ1(ξ) ≤ . . . ≤ λm(ξ) son los autovalores de M(ξ), entonces:

k∑
i=1

λi(ξ) ≥
k∑

i=1

λi(η), k = 1, . . . ,m⇐⇒ varξg ≤ varηg, para cada funcional g

k∑
i=1

λi(ξ) >
k∑

i=1

λi(η), k = 1, . . . ,m⇐⇒ varξg < varηg, para cada funcional g 6= 0

Teorema 2.1 (Caratheodory) Sea T un subconjunto de un espacio eucĺıdeo de dimensión k.
Todo punto del cierre convexo de T :

Co(T ) = {z =
n(z)∑
i=1

βiti : βi ∈ [0, 1],
n(z)∑
i=1

βi = 1, ti ∈ T}

puede ser expresado como una combinación convexa de a lo sumo k + 1 puntos del conjunto T . Es
decir, dado un elemento q de Co(T ), existirán

t1, . . . , tk+1 ∈ T y γ1, . . . , γk+1 ∈ [0, 1] con
k+1∑
i=1

γi = 1

tal que:

q =
k+1∑
i=1

γiti

Este resultado puede verse fácilmente en el siguiente ejemplo donde T es un conjunto de 4
puntos no alineados en el plano. En este caso cualquier punto de Co(T ) se encuentra en un tringulo
formado por tres de ellos, como se muestra en la Figura 2

Proposición 2.8 Si T es un conjunto acotado de <k entonces Co(T ) es compacto en <k.

Corolario 2.1 M es compacto.

Demostración: Definimos:
S = {f(x)f t(x) : x ∈ X}

que es imagen de X por la aplicación continua:

X −→ <m×m | x −→ f(x)f t(x)

y por tanto S es también compacto. Por la Proposicin anterior M = Co(S) también lo será.

Damos a continuación un resultado, muy interesante en cuanto a la búsqueda del diseño óptimo
más sencillo, basado en el teorema de Caratheodory, y que es debido a Karlin S. y Studden W. I.
([120], pg 787).
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Figura 2.1: Teorema de Caratheodory

Proposición 2.9 Dado un diseño cualquiera ξ existe otro diseño η tal que M(ξ) = M(η) y cuyo
soporte tiene a lo sumo m(m+1)

2 + 1 puntos.

Demostración: Definimos el vector:

a(x) = (fi(x)fj(x) : 1 ≤ i ≤ j ≤ m)

A todo elemento de Co{a(x) : x ∈ X} se le puede asociar una matriz de información uńıvocamente.
Por el teorema de Caratheodory para el diseño ξ existirá entonces:

γk ∈ [0, 1] y xk ∈ X, k = 1, . . . ,
m(m+ 1)

2
+ 1

de modo que definiendo:

ξ =

{
x1 x2 · · ·
γ1 γ2 · · ·

}
se obtiene la matriz de informacin:

M(ξ) =

m(m+1)
2

+1∑
k=1

γkf(xk)f t(xk)

Ejemplo 2.3

Siguiendo con el ejemplo 2.1 veamos que la varianza del BLUE de g calculada más arriba puede
obtenerse a partir de la fórmula dada en la proposición 2.3 para el diseño uniforme concentrado en
x1, . . . , x4:

var(ĝ) = N−1zt
gM(ξ)zg = N−1ctM−(ξ)c =

1
5
(1, 1)M−(ξ)

(
1
1

)
Hemos de calcular una matriz g-inversa de la matriz de información asociada al diseño:

ξ0 =

{
x1 x2 x3 x4

1/4 1/4 1/4 1/4

}
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M(ξ0) = 1
4σ2 {

(
1
0

)
(1, 0) +

(
0
1

)
(0, 1) +

(
1
1

)
(1, 1) +

(
−1
−1

)
(−1,−1)} =

1
4σ2

(
3 0
0 3

)

M−1(ξ0) =
4σ2

3

(
1 0
0 1

)
de modo que:

var(ĝ) =
σ2

3
(1, 1)

(
1 0
0 1

)(
1
1

)
=

2σ2

3

Además en la proposición II.4 de [168] se da una fórmula para el cálculo del BLUE de g, que hemos
calculado más arriba:

ĝ =
∑
i=1

NctM−1(ξ0)f(xi)σ−2(xi)yi =
σ2

3
(1, 1)

(
1 0
0 1

)
f(xi)σ−2yi = y1/3 + y2/3 + 2y3/3

La varianza generalizada seŕıa:

varξ0(g) = ctM−1(ξ0)c =
5σ2

3
(1, 1)

(
1 0
0 1

)(
1
1

)
=

10σ2

3

Veamos ahora que M(ξ1) < M(ξ2). En efecto, la matriz:

M(ξ2)−M(ξ1) =

(
1

2σ2 0
0 1

2σ2

)

es definida positiva. Podemos deducir de aqúı que varξ2(g) < varξ1(g), que se comprueba haciendo
los cálculos:

varξ2(g) = (1, 1)

(
σ2 0
0 σ2

)(
1
1

)
= 2σ2 < varξ1(g) = (1, 1)

(
2σ2 0
0 2σ2

)(
1
1

)
= 4σ2

En este ejemplo buscamos el estimador de mnima varianza suponiendo que podemos tomar
observaciones en los cinco puntos. No hemos considerado todava el problema de encontrar el diseo
que produce mnima varianza.
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Caṕıtulo 3

El modelo no lineal

Hasta ahora hemos supuesto que el espacio de estados Θ teńıa estructura de espacio vectorial.
Es decir, que dada una base {f1(x), . . . , fm(x)} de este espacio, todo estado pod́ıa ponerse de la
forma θ = αtf , donde los parámetros α estaban uńıvocamente determinados para cada estado.

Sin embargo en la práctica nos encontraremos con frecuentes problemas de regresión no lineal.
Si podemos seguir considerando funcionales lineales g, en cierto sentido:

g(β1θ1 + β2θ2) = β1g(θ1) + β2g(θ2)

siempre que:
θ1, θ2 ∈ Θ y β1θ1 + β2θ2 ∈ Θ

bastará extender g linealmente al espacio vectorial L(Θ) generado por Θ. Denotaremos dicha ex-
tensión por g̃. De este modo estamos transformando el problema en un modelo de regresión lineal
(X,L(Θ), σ). Se cumple entonces que un estimador es centrado para g si, y sólo si lo es para g̃.

Pero si nos interesa estimar funcionales no lineales, la solución no es tan sencilla. Entenderemos
entonces por modelo de regresión no lineal una terna (X,Θ, σ) donde:

Θ = {η(·, α) : α ∈ U}

siendo U un abierto de <m, y η una función real definida en X × U , continua en X y que es no
lineal, pero diferenciable, en los parámetros α1, . . . , αm. No podemos ahora definir la matriz de
información como haćıamos antes. Pero si utilizamos la fórmula de Taylor para linealizar estas
funciones, transformaremos el modelo no lineal en uno lineal. Para ello necesitaremos hacer una
estimación inicial de los parámetros, α(0)

1 , . . . , α
(0)
m . El desarrollo de Taylor de segundo grado en un

entorno de α(0) quedará de la forma:

η(x, α) = η(x, α(0)) +
∑m

i=1(
∂η(x,α)

∂αi
)α(0)(αi − α

(0)
i )+

1
2

∑m
i,j=1(

∂2η(x,α)
∂αi∂αj

)α(s)(αi − α
(0)
i )(αj − α

(0)
j )

con α(s) situado en el segmento que une los puntos α(0) y α. Si hacemos βi = αi−α(0), i = 1, 2, . . . ,m;
entonces θ(x) = η(x, α)− η(x, α(0)) y:

f̃i(x) =
(
∂η(x, α)
∂αi

)
α(0)

; i = 1, . . . ,m

25
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entonces el problema puede aproximarse por los siguientes estados:

θ(x) =
m∑

i=1

f̃i(x)βi

Pero ahora la estimación de los parámetros será sesgada. El sesgo viene introducido por el resto de
la fórmula de Taylor:

Rx(α(0), α(s), α) =
1
2

∑
i,j=1

m(
∂2η(x, α)
∂αi∂αj

)α(s)(αi − α
(0)
i )(αj − α

(0)
j )

En [168] se demuestra que el BLUE de β es:

β̂ = M−1(ξ)
∑
x∈X

f̃(x)[y(x)− η(x, α(0))]ξ(x)

siendo este estimador sesgado en el modelo original. Su sesgo viene expresado por:

E(β̂)− β = M−1(ξ)
∑
x∈X

f̃(x)Rx(α(0), α(s), α?)ξ(x)

donde α?
i son ciertos números comprendidos entre α(0)

i y α(s)
i , i = 1, . . . ,m. En algunas ocasiones no

es viable la linealización por ser muy tosca la aproximación obtenida por Taylor. Entonces deberán
utilizarse otros métodos.

Ejemplo 3.1

1. Sea el espacio de estados Θ = {θ = αf(x) + βg(x) : α2 + β2 ≤ 1} con f y g linealmente
independientes, y sea la función:

g : Θ −→ < | θ −→ α+ β

Se trata de una función lineal en cierto sentido, es decir, cuando θ1, θ2, λ1θ1 + λ2θ2 ∈ Θ; o lo
que es igual:

α2
i + β2

i ≤ 1, i = 1, 2

(λ1α1 + λ2α2)2 + (λ1β1 + λ2β2)2 ≤ 1

Considerando el espacio vectorial generado por Θ, entonces g puede extenderse a un funcional
lineal de dicho espacio:

g̃ : L(Θ) = {θ = αf + βg} −→ < | θ −→ α+ β

Además, como ya hemos dicho, si:

E[
N∑

i=1

aiy(xi)] =
N∑

i=1

aiE[y(xi)] =
N∑

i=1

ai[αf(xi) + βg(xi)] = α+ β, cuando α2 + β2 ≤ 1

entonces se cumple también para todo α y β.



27

2. Supongamos que la función de superficie es no lineal, del tipo:

η(x, α, β) = α1e
β1x + . . .+ αme

βmx, x ∈ [0, 1]

y utilizando el desarrollo de Taylor de primer orden tendremos:

η(x, α, β) = η(x, α(0), β(0)) +
∑m

i=1(
∂η
∂αi

)(α(0),β(0))(αi − α
(0)
i )+∑m

i=1(
∂η
∂βi

)(α(0),β(0))(βi − β
(0)
i ) +Rx(αi, α

(0)
i , α

(s)
i )

y llamando γi = αi − α
(0)
i , δi = βi − β

(0)
i , f̃i(x) = ( ∂η

∂αi
)(α(0),β(0)) = eβ

(0)
i x y g̃i(x) =

( ∂η
∂βi

)(α(0),β(0)) = α
(0)
i xeβ

(0)
i x, podremos expresar el modelo de la forma:

θ(x) = η(x, α, β)− η(x, α(0), β(0)) ≈ αtf̃(x) + βtg̃(x) =

α1e
β

(0)
1 + . . .+ αme

β
(0)
m + β1α

(0)
1 xeβ

(0)
1 x + . . .+ βmα

(0)
m xeβ

(0)
m x
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Caṕıtulo 4

Criterios de optimización

4.1. Introducción

¿Qué entendemos por diseño óptimo de un experimento? ¿Cómo entender la expresión “el mejor
de los diseños posibles”?. Estas preguntas no tienen una respuesta fácil. Si bien es verdad que nos
interesará el diseño que haga mı́nima la varianza, también es cierto que un diseño puede hacer
mı́nima la varianza para un funcional lineal, y excesivamente grande para otro.

Necesitamos por tanto elegir un criterio que nos sirva para buscar el mejor diseño en algún
sentido. Su elección dependerá de los intereses que se busquen al realizar el experimento, de la
facilidad de cálculo, o de otros aspectos más o menos subjetivos. Damos ahora una primera definición
de lo que va a ser una función criterio. Más tarde daremos una definición más completa. Para
diferenciar una de otra, a la segunda la llamaremos función criterio convexa.

Definición 4.1 Diremos que una función:

Φ : M−→ <∪ {+∞}

acotada inferiormente es una función criterio si se cumple lo siguiente:

varξg ≤ varηg para todo funcional g =⇒ Φ[M(ξ)] ≤ Φ[M(η)]

Diremos entonces que se trata de un criterio de Φ-optimización. Un diseño que minimice Φ[M(ξ)]
se denominará diseño Φ-óptimo.

Proposición 4.1 Toda función criterio Φ, tal y como se ha definido anteriormente es siempre
decreciente, en el sentido siguiente:

M(ξ) ≥M(η) =⇒ Φ[M(ξ)] ≤ Φ[M(η)]

Demostración: En efecto, si M(ξ) ≥ M(η) entonces por la proposición 2.4 se cumplirá que
varξg ≤ varηg para todo funcional g.

29
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Observación 4.1 Puede ocurrir que dos funciones criterio den lugar a un mismo criterio de opti-
mización. Es precisamente lo que demostrará el teorema de equivalencia para algunos criterios que
veremos más adelante.

Notación 4.1 Llamaremos M+ = {M ∈M : detM > 0}. L(M) es el subespacio vectorial de las
matrices simétricas de orden m generado por el conjunto M. Si Φ es una función criterio definimos
los conjuntos:

MΦ = {M ∈M : Φ(M) <∞}

Ξ? = {ξ ∈ Ξ : ξ es Φ-óptimo}

Proposición 4.2 Si Φ es una función convexa entonces el conjunto Ξ? es convexo.

Demostración: Supongamos que:

Φ[M(ξ1)] = Φ[M(ξ2)] = mı́n
ξ∈Ξ

Φ[M(ξ)]

entonces, por ser Φ convexa tendremos:

Φ{M [(1− β)ξ1 + βξ2]} = Φ{(1− β)M(ξ1) + βM(ξ2)} ≤
(1− β)Φ[M(ξ1)] + βΦ[M(ξ2)] = mı́nξ∈Ξ Φ[M(ξ)]

Observación 4.2 En algunas ocasiones no es necesario estimar más que un subconjunto de los
parámetros o algunas funciones de ellos, de modo que la función criterio restringe su atención a
dichos parámetros. Hablaremos entonces de criterios de optimización parcial o criterios de opti-
mización singulares. Un ejemplo de criterio de optimización parcial viene dado por la función:

Φ : M−→ <∪ {+∞} | M(ξ) −→ varξg

Aunque la funcin criterio global sea continua, la función criterio parcial correspondiente no siempre
es continua en todo M. Además el diseño Φ-óptimo tiene matriz de información singular en algunos
casos. Si los parámetros en los que estamos interesados son los s primeros entonces la función
criterio centrará su atención en las varianzas y covarianzas de estos s parámetros, es decir en la
caja superior izquierda de orden s× s de la matriz de información.

A partir de los criterios que se estudiarán en el siguiente caṕıtulo pueden definirse criterios par-
ciales de manera natural. No se discutirán en este libro. Una referencia de ellos puede encontrarse,
entre otros libros y art́ıculos en [168].

4.2. Funciones criterio y sus propiedades

Para la definición y propiedades de algunas funciones criterio necesitaremos las siguientes defini-
ciones:
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Definición 4.2 Sea Mm(<) ∼= <m×m el conjunto de las matrices cuadradas con términos reales
de orden m. En este espacio vectorial se puede definir el siguiente producto escalar:

〈A,B〉 = TrAtB

de donde la norma de una matriz cuadrada cualquiera de orden m vendŕıa dada por:

‖ A ‖= (TrAtA)1/2

Sabemos que cualquier otra norma definida en este espacio eucĺıdeo es topológicamente equivalente
a ésta. En lo sucesivo utilizaremos esta norma.

Definición 4.3 Sea Φ una función definida en un entorno de la matriz A en el espacio Mm(<).
Se define el gradiente de Φ en la matriz A como la matriz de componentes:

{5(A)}ij =
∂(A)
∂Aij

, i, j = 1, . . . ,m

Damos ya la definición de las funciones criterio más utilizadas:

4.2.1. D-optimización

Definición 4.4 El criterio de D-optimización viene definido por la función criterio siguiente:

ΦD[M(ξ)] =

{
log detM−1(ξ) = − log detM(ξ) si detM(ξ) 6= 0
∞ si detM(ξ) = 0

Proposición 4.3 1. ΦD es continua en M.

2. La función ΦD es convexa en M y estrictamente convexa en M+.

3. En las matrices en que ΦD es finita, también es diferenciable. Además su gradiente es:

5[− log detM ] = −M−1

Demostración: Puede encontrarse en [168], pg 81.

Corolario 4.1 Siempre se puede conseguir que el número de puntos en el soporte del diseño D-
óptimo esté comprendido entre m y m(m+1)

2 .

Demostración: La cota inferior es consecuencia inmediata de la proposición 2.2. La superior
se deduce del hecho de ser la matriz de información una matriz simétrica m×m y por su carácter
aditivo puede ser expresada como suma de no más de m(m+1)

2 matrices de información de diseños
unipuntuales. En efecto, por el teorema de Caratheodory sabemos que si ξ es un diseño tal que
M(ξ) está en la frontera de M entonces existen no más de m(m+1)

2 diseños unipuntuales de modo
que M(ξ) se puede poner como combinación convexa de ellos. En otras palabras, existe un diseño,



32 CAPÍTULO 4. CRITERIOS

η, con soporte en no más de m(m+1)
2 puntos tal que M(ξ) = M(η). Si demostramos que todo

diseño D-óptimo, ξ?, tiene su matriz asociada en la frontera de M, entonces habremos probado
lo que queŕıamos. Supongamos que no es aśı, y que M(ξ?) es un punto interior del conjunto M.
Existirá entonces un número positivo α tal que la matriz de información (1 + α)M(ξ?) = M(µ)
sigue estando en el conjunto M. Ahora bien det M(µ) = (1 + α) detM(ξ?) > detM(ξ?), que es
contradictorio con el hecho de que ξ? es un diseño D-óptimo.

Observación 4.3 La gran ventaja de esta función criterio radica en la facilidad de cálculo respecto
al resto.

4.2.2. A-optimización

Definición 4.5 El criterio de A-optimización viene definido por la función criterio siguiente:

ΦA[M(ξ)] =
m∑

i=1

varξαi =

{
trM−1(ξ) si detM(ξ) 6= 0
∞ si detM(ξ) = 0

La segunda igualdad es consecuencia del hecho de que:

varξαi = etiM
−1(ξ)ei

si los parámetros son estimables.

Proposición 4.4 ΦA tiene las propiedades siguientes:

1. ΦA es continua en M.

2. ΦA es convexa en M y estrictamente convexa en M+.

3. En las matrices en que ΦA es finita, también es diferenciable. Además su gradiente es:

5[trM−1(ξ)] = −M−2(ξ)

Demostración: Puede encontrarse en [168], pg 83..

4.2.3. G-optimización

Definición 4.6 El criterio de G-optimización viene definido por la función criterio siguiente:

ΦG[M(ξ)] = sup
x∈X

varξgx, ξ ∈ Ξ

Puesto que:
gx(θ) = θ(x), x ∈ X, θ ∈ Θ
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entonces:
varξgx = f t(x)M−1(ξ)f(x)

cuando M(ξ) es regular. De modo que nuestra función puede escribirse de la forma:

ΦG[M(ξ)] =

{
máxx∈X f t(x)M−1(ξ)f(x) si detM(ξ) 6= 0
∞ si detM(ξ) = 0

Proposición 4.5 La función ΦG es:

1. continua en M.

2. convexa en M y estrictamente convexa en M+.

Demostración: Puede encontrarse en [168], pg 86.

4.2.4. E-optimización

Definición 4.7 El criterio de E-optimización viene definido por la función criterio siguiente:

ΦE [M(ξ)] = sup{varξα
tc :‖ c ‖= 1}, ξ ∈ Ξ

Denotando por λξ el mı́nimo autovalor de M(ξ), la función toma la forma siguiente:

ΦE [M(ξ)] =

{
λ−1

ξ si detM(ξ) 6= 0
∞ si detM(ξ) = 0

En efecto, ΦE [M(ξ)] = ∞ si, y sólo si existe algún funcional lineal αtc que no es estimable para ξ, es
decir, si M(ξ) es singular. Por otro lado, si M(ξ) es regular entonces considerando sus autovalores
λ1, . . . , λm y los correspondientes autovectores u1, . . . , um se tendrá lo siguiente:

M−1(ξ)ui = M−1(ξ)M(ξ)uiλ
−1
i = λ−1

i ui, para i = 1, 2, . . . ,m

de modo que:

sup{ctM−1(ξ)c :‖ c ‖= 1} ≥ ut
iM

−1(ξ)ui = λ−1
i , para i = 1, 2, . . . ,m

Teniendo en cuenta que todo vector c tal que ‖ c ‖= 1 puede descomponerse de la forma:

c =
m∑

i=1

aiui, con
m∑

i=1

c2i = 1

de modo que ctM−1(ξ)c =
∑

i,j aiu
t
iM

−1(ξ)ujaj ≤ λ−1
ξ , ya que ut

iM
−1(ξ)uj .

Proposición 4.6 ΦE tiene las propiedades siguientes:

1. es continua en M.

2. es convexa en M y estrictamente convexa en M+.

Demostración: Puede encontrarse en [168], pg 91.
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4.2.5. c-optimización

Con este criterio el interés se centra en la estimación de combinaciones lineales de los parámetros
ctβ con mı́nima varianza. De este modo se da la siguiente:

Definición 4.8 El criterio de c-optimización para un vector c de dimensión m viene definido por
la función criterio siguiente:

Φc[M(ξ)] = ctM−(ξ)c

Se toma esta definición puesto que la varianza de ctβ es proporcional a ctM−(ξ)c. La desventaja de
los diseños c-óptimos es que son singulares con cierta frecuencia. Elfving, [70], propone un método
gráfico para el cálculo del diseño c-óptimo en el caso biparámetrico:

y = f(x)α+ g(x)β + ε(x), σ2(x) = σ2, x ∈ X

Suponemos que se toma un diseño exacto cualquiera, ξ, concentrado en los puntos x1, . . . , xn, con
pesos pi = Ni/N . Es decir, se toman Ni observaciones en cada punto xi, siendo N el número
total de observaciones realizadas. Tenemos aśı n puntos del plano real definidos de la forma X1 =
(f(x1), g(x1)), . . . , Xn = (f(xn), g(xn)). La media de las observaciones en cada punto xi tiene la
siguiente ecuación de regresión:

ȳi = f(xi)α+ g(xi)β +
ε̄i√
pi

donde ε̄i tiene varianza σ2/Ni. Por simplicidad de notación supondremos que σ2/Ni = 1, que no
significa ninguna merma en la generalidad de los resultados. De este modo var( ε̄i√

pi
) = 1. Sea ahora

t =
∑n

i=1 aiyi un estimador lineal de ctβ. Será centrado cuando:

E(t) =
n∑

i=1

ai[f(xi)α+ g(xi)β]) = c1α+ c2β

es decir, se ha de satisfacer la ecuación vectorial:

n∑
i=1

aiXi = c (4.1)

Además para este estimador la varianza se hace mı́nima cuando se toman los pesos ξa(xi) =| ai | /ka,
donde ka =

∑n
i=1 | ai |:

mı́n
ξ

var(
n∑

i=1

aiyi) = mı́n
ξ

n∑
i=1

a2
i

ξ(xi)
= k2

a

Nos interesa ahora tomar los coeficientes ai que hagan minima la varianza anterior bajo la condición
(4.1), que podemos escribir de la forma:

c = ka

n∑
i=1

ξa(xi)sgn(ai)Xi = kaca

donde hemos denotado por ca el correspondiente vector. El factor ka es un número positivo y ca es
un vector con la misma dirección que c. Podemos representar esta situación en la Figura 4.1:
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Figura 4.1: c-optimización

Los pesos ξa(xi) son no negativos y de suma uno, por tanto el extremo pertenece al cierre convexo
del conjunto {±X1, . . . ,±Xn}. Es claro que la varianza alcanzará su mı́nimo cuando el extremo
del vector ca coincida con la intersección A? del vector c, o su prolongación, con el poĺıgono de
la Figura 4.1. Si este punto está, por ejemplo, entre los vértices X1 y X2 entonces el diseño c-
óptimo tiene como soporte los puntos x1 y x2 con pesos proporcionales a las distancias A?X1 y
A?X2 respectivamente. Además, el valor de la varianza viene dado por [(OA)/(OA?)]2. Este método
proporciona un instrumento rápido para el cálculo del diseño c-óptimo, y es generalizable a diseños
aproximados.

4.2.6. L-optimización

La siguiente definición es debida a Atwood ([17], pg 1125):

Definición 4.9 El criterio de L-optimización viene definido por la función criterio siguiente:

ΦL[M(ξ)] =

{
TrWM−1(ξ) si detM(ξ) 6= 0
∞ si detM(ξ) = 0

donde W es una matriz definida positiva de orden m.

Proposición 4.7 ΦL tiene las propiedades siguientes:

1. ΦL es continua en M.

2. ΦL es convexa en M y estrictamente convexa en M+.

3. En las matrices en que ΦL es finita, también es diferenciable. Además su gradiente es:

5[TrWM−1(ξ)] = −M−1(ξ)WM−1(ξ)

Demostración: El segundo apartado se demostrará más tarde. La demostración a los otros
dos puede encontrarse en [168], pg 93.
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4.2.7. Φp-optimización

Definición 4.10 El criterio de Φp-optimización es el asociado a la siguiente función criterio:

Φp[M(ξ)] =

{
[m−1trM−p(ξ)]1/p si detM(ξ) 6= 0
∞ si detM(ξ) = 0

siendo p un número real positivo.

Si denotamos por λi ξ, i = 1, . . . ,m los autovalores de M(ξ) entonces esta función puede expresarse
de la forma siguiente:

Φp[M(ξ)] =

{
[m−1∑m

i=1 λ
−p
i,ξ ]1/p si detM(ξ) 6= 0

∞ si detM(ξ) = 0

4.2.8. Lp-optimización

Este caso viene a generalizar gran parte de los criterios de optimización más usuales:

Definición 4.11 El criterio de optimización Lp es el asociado a la siguiente función criterio:

ΦLp [M(ξ)] =

{
[m−1tr(HM−1(ξ)Ht)p]1/p si detM(ξ) 6= 0
∞ si detM(ξ) = 0

siendo p un número real positivo y H una matriz regular de orden m.

Proposición 4.8 Si p es un entero positivo, entonces ΦLp tiene las propiedades siguientes:

1. ΦLp es continua en M.

2. ΦLp es convexa en M y estrictamente convexa en M+.

3. En las matrices en que ΦLp es finita, también es diferenciable. Además su gradiente,

5ΦLp [M(ξ)] =
−1

pm1/p
{m1tr[HM−1(ξ)Ht]p}

1
p−1

p−1∑
k=0

Mk−p(ξ)(Ht)pHpM−k−1(ξ)

Demostración: El segundo apartado se demostrará más tarde. La demostración a los otros
dos puede encontrarse en [168], pg 83.

4.2.9. I-optimización

Teniendo en cuenta que f t(x0)M−1(ξ)f(x0) es la varianza de la predicción de la respuesta en
el punto x, este criterio se interesará en minimizar el valor esperado de dichas varianzas sobre el
conjunto X. Suponiendo que µ es una medida de probabilidad sobre X se define la función criterio
como:

ΦV [M(ξ)] =

{ ∫
X f t(x)M−1(ξ)f(x)dµ si detM(ξ) 6= 0
∞ si detM(ξ) = 0
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4.2.10. MV-optimización

Dicho criterio buscará minimizar el máximo de las varianzas de los estimadores de los parámet-
ros. De este modo se centra la atención en las varianzas de los estimadores de todos los parámetros
a la vez, sin tener en cuenta las covarianzas. La función criterio será entonces:

ΦMV [M(ξ)] =

{
máxi varξαi si detM(ξ) 6= 0
∞ si detM(ξ) = 0

es decir, se tratará de minimizar el máximo de los elementos de la diagonal de la matriz inversa de
información:

ΦMV [M(ξ)] =

{
máxi{M−1(ξ)} si detM(ξ) 6= 0
∞ si detM(ξ) = 0

4.2.11. Criterio minimax

Denotando por | · | una norma cualquiera en el espacio <m, se define la función criterio:

Φ|·|[M(ξ)] =

{
máx{ctM−1(ξ)c : c ∈ <m, | c |= 1} si detM(ξ) 6= 0
∞ si detM(ξ) = 0

El siguiente teorema muestra la relación entre algunos criterios:

Teorema 4.1 1. Si en la Lp-optimización hacemos H = I y hacemos tender p a infinito obten-
emos E-optimización.

2. Si se toma W = m−1HtH y p = 1 la Lp-optimización se transforma en L-optimización.

3. Haciendo H = I y p que tienda a cero la Lp-optimización se convierte en D-optimización.

4. Si en la L-optimización hacemos W = I coincidirá con A-optimización.

5. La Φp-optimización es un caso particular de Lp-optimización tomando H = I.

6. Llamando W =
∫
X f t(x)f(x)dµ en L-optimización se tiene I-optimización.

7. Si en el criterio minimax se utiliza la norma | · |1 entonces obtenemos el criterio MV, uti-
lizando la norma | · |2 se obtiene el criterio E y utilizando la siguiente norma se obtiene el
criterio G:

| c |R= inf{α ≥ 0 : c ∈ αR}
donde R es el cierre convexo del conjunto:

{f(x) : x ∈ X} ∪ {−f(x) : x ∈ X}

Demostración: Para demostrar los apartados segundo, cuarto y quinto bastará hacer la susti-
tución indicada. Para probar el primer apartado denotemos por λ1, . . . , λm los autovalores de M(ξ)
y sea λi0 el mı́nimo de los autovalores. Entonces:

ĺım
p→∞

[trM−p(ξ)]1/p = ĺım
p→∞

[
m∑

i=1

λ−p
i ]1/p = ĺım

p→∞
λ−1

i0
[1 +

∑
i6=i0

(
λi

λi0

)−p]1/p = λ−1
i0
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Para demostrar el tercer apartado hacemos H = I de modo que:

ĺım
p→0

log[
1
m

trM−p(ξ)]1/p = ĺım
p→0

log 1
m

∑m
i=1 λ

−p
i

p
=
−1
m

log detM(ξ)

Veamos ahora que se cumple el sexto resultado. En efecto, tomando en L-optimización W =∫
X f t(x)f(x)dµ se tendrá:

trWM−1(ξ) = tr
∫
X f t(x)f(x)dµM−1(ξ) = tr

∫
X f t(x)f(x)M−1(ξ)dµ =

= tr
∫
X f t(x)M−1(ξ)f(x)dµ =

∫
X f t(x)M−1(ξ)f(x)dµ

Para probar el sptimo apartado vemos que:

Φ|·|1 [M(ξ)] = máx{ctM−1(ξ)c : c ∈ <m, | c |1= 1} = máx
i
etiM

−1(ξ)ei

siendo e1, . . . , em la base canónica. La segunda igualdad es debida al hecho de que ctM−1(ξ)c
es una función convexa en c y por tanto el máximo se alcanzará en los vértices del conjunto
{c ∈ <m :| c |1= 1}, que vienen dados por los vectores de la base canónica. Por otra parte,

Φ|·|R [M(ξ)] = máx{ctM−1(ξ)c : c ∈ ∂R} = máx
x∈X

f t(x)M−1(ξ)f(x)

Para justificar la primera y segunda igualdades bastará observar que la norma | · |R caracteriza el
conjunto R como la bola unidad y el borde de la misma será precisamente el conjunto:

{f(x) : x ∈ X} ∪ {−f(x) : x ∈ X}

Otros criterios con mayor o menor grado de generalidad se han definido en la literatura. Los
que hemos dado son un ejemplo de los más utilizados.

Cuando hablemos de los procesos iterativos que conducen al cálculo del diseño óptimo tendremos
que calcular frecuentemente la matriz de información inversa. Puesto que en cada paso utilizamos
el diseño construido en el paso anterior, parece interesante obtener una expresión expĺıcita de esta
inversa en función de la inversa calculada en el paso anterior. No cabe duda de que esto reduce
los cálculos considerablemente y hace el problema fácilmente programable. A este fin va dirigida la
siguiente proposición:

Proposición 4.9 Sea η = (1 − β)ξ + βξx, donde β ∈ (0, 1) y ξ ∈ Ξ. Suponemos además que det
M(ξ) 6= 0. Entonces det M(η) 6= 0, y:

M−1(η) =
1

1− β
{M−1(ξ)− βM−1(ξ)f(x)f t(x)M−1(ξ)

1− β + βf t(x)M−1(ξ)f(x)
}

detM−1(η) = detM−1(ξ)(1− β)−m[1− βf t(x)M−1(ξ)f(x)
1− β + βf t(x)M−1(ξ)f(x)

]

Demostración: Puede encontrarse en [168], pg. 134.

Ejemplo 4.1
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Siguiendo con el ejemplo 2.3 calcularemos el valor de cada una de estas funciones criterio en los
tres diseños que se han utilizado.

ΦD[M(ξ0)] = log detM−1(ξ0) = − log 9
25σ4 = 1,021165 + 4 log σ

ΦD[M(ξ1)] = log detM−1(ξ1) = − log 1
4σ4 = 1,3863 + 4 log σ

ΦD[M(ξ2)] = log detM−1(ξ2) = − log 1
4σ4 = 4 log σ

de modo que de los tres diseños ξ2 es el mejor de acuerdo con este criterio.

ΦA[M(ξ0)] = trM−1(ξ0) = 10σ2

3
ΦA[M(ξ1)] = trM−1(ξ1) = 4σ2

ΦA[M(ξ2)] = trM−1(ξ2) = 2σ2

y ξ2 sigue siendo el mejor de acuerdo con criterio de A-optimización. Lo mismo va a ocurrir con los
demás criterios que veremos:

ΦG[M(ξ0)] = máxx∈X f t(x)M−1(ξ0)f(x) = 10σ2

3
ΦG[M(ξ1)] = máxx∈X f t(x)M−1(ξ1)f(x) = 4σ2

ΦG[M(ξ2)] = máxx∈X f t(x)M−1(ξ2)f(x) = 2σ2

En este caso coincide con los valores de la función criterio de A-optimización. Siendo λξ el mı́nimo
autovalor de M(ξ) se tiene:

ΦE [M(ξ0)] = λ−1
ξ = 5σ2

3

ΦE [M(ξ1)] = λ−1
ξ = 2σ2

ΦE [M(ξ1)] = λ−1
ξ = σ2

Puesto que las tres matrices son simétricas, los valores de la función criterio E coinciden con los
valores de la función criterio MV. Sea ahora W una matriz simétrica definida positiva, entonces:

ΦL[M(ξ0)] = tr[WM−1(ξ0)] = 5σ2

3 TrW
ΦL[M(ξ1)] = tr[WM−1(ξ1)] = 2σ2TrW
ΦL[M(ξ2)] = tr[WM−1(ξ2)] = σ2TrW

Si p > 0 entonces:

Φp[M(ξ0)] = [m−1TrM−p(ξ0)]1/p = {1
2 [(5σ2

3 )p + (5σ2

3 )p]}1/p = 5σ2

3

Φp[M(ξ1)] = [m−1TrM−p(ξ1)]1/p = 2σ2

Φp[M(ξ2)] = [m−1TrM−p(ξ2)]1/p = σ2

Por último si H es una matriz regular y p > 0 se tendrá:

ΦLp [M(ξ0)] = [m−1tr(HM−1(ξ0)Ht)p]1/p = 5σ2

3
1

21/p [tr(HHt)p]1/p

ΦLp [M(ξ1)] = [m−1tr(HM−1(ξ1)Ht)p]1/p = 2σ2 1
21/p [tr(HHt)p]1/p

ΦLp [M(ξ2)] = [m−1tr(HM−1(ξ2)Ht)p]1/p = σ2 1
21/p [tr(HHt)p]1/p

Para la I-optimización utilizando la medida de contar sobre X tendremos:

ΦV [M(ξ0)] =
∑4

i=0 f
t(xi)M−1(ξ0)f(xi) =

5σ2

3 [(1, 0)

(
1 0
0 1

)(
1
0

)
+ (0, 1)

(
1 0
0 1

)(
0
1

)
+

(1, 1)

(
1 0
0 1

)(
1
1

)
+ (1,−1)

(
1 0
0 1

)(
1
−1

)
] = 10σ2

ΦV [M(ξ1)] = 12σ2

ΦV [M(ξ2)] = 6σ2
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Los casos más interesantes del criterio minimax (E-, MV- y G-optimización) ya han sido trata-
dos. En el caso de c-optimización podemos tomar un vector cualquiera ct = (a, b), de modo que la
función criterio tomará los valores:

Φc[M(ξ0)] = (a, b)M−1(ξ0)

(
a
b

)
= 5σ2

3 (a, b)

(
1 0
0 1

)(
a
b

)
= 5σ2

3 (a+ b)

Φc[M(ξ1)] = 6σ2

5 (a+ b)
Φc[M(ξ2)] = 10σ2

9 (a+ b)



Caṕıtulo 5

El teorema de equivalencia

Kiefer y Wolfowitz demostraron en 1960 ([129])la equivalencia de los criterios D-óptimo y G-
óptimo. Esto quiere decir que utilizando ambos criterios siempre llegaremos al mismo diseño óptimo.
En concreto:

Teorema 5.1 Suponiendo que σ(x) es constante para todo x de X, un diseño ξ? es D-óptimo si,
y sólo si es G-óptimo. Es decir son equivalentes:

1. detM(ξ?) = máx{detM(ξ) : ξ ∈ Ξ}

2. máxx∈X f t(x)M−1(ξ?)f(x) = mı́nξ∈Ξ máxx∈X f t(x)M−1(ξ)f(x)

Además, la última expresión es igual a m.

Observación 5.1 1. Si σ(x) no es constante, el teorema de equivalencia se cumple tambin
haciendo una pequea precisin. En este caso puede demostrarse que ξ? es D-óptimo si, y sólo
si

máx
x∈X

σ−2(x)f t(x)M−1(ξ?)f(x) = mı́n
ξ∈Ξ

máx
x∈X

σ−2(x)f t(x)M−1(ξ)f(x)

Siendo adems la ltima expresin igual a m.

2. El teorema de equivalencia no se cumple para diseños exactos: Se puede demostrar que el
diseño concentrado en −1, 0 y 1 con pesos 1/4, 1/2 y 1/4 es D-óptimo exacto de tamaño 4

con detM(ξ?) = 0, 125. Y sin embargo el diseño concentrado en −1,−
√√

5− 2,
√√

5− 2 y
1 con peso 1/4 en cada uno es G-óptimo exacto de tamaño 4 y detM(ξ?) = 0, 0902.

Observación 5.2 1. El volumen del elipsoide m-dimensional:

E = {z ∈ <m : ztM(ξ)z ≤ c2}

es igual a cmVm[detM−1(ξ)]1/2, donde Vm es el volumen de la esfera m-dimensional de radio
unidad. En efecto, por ser M(ξ) simétrica existirá una matriz regular U tal que U tM(ξ)U = I.

41
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Llamando w = U−1z
c tendremos:

V ol(E) =
∫
E
dz =

∫
S
cm | detU | dw = cmVm | detU |

donde haciendo el cambio de variable anterior la regin E se transforma en la regin: S = {w :
c2wtU tM(ξ)Uw ≤ c2} = {w : wtw ≤ c2}, que es la esfera m-. Pero (detU)2 detM(ξ) = 1,
con lo que queda probado el resultado.

2. Si se supone que α̂ = (α̂1, . . . , α̂m) se distribuye de acuerdo a una distribución normal multi-
variante de modo que la media tiene como componentes los verdaderos valores de los parámet-
ros α y la matriz de covarianzas es M−1(ξ), entonces la función de densidad de este vector
aleatorio será:

f(α̂ | α) =
[detM(ξ)]1/2

(2π)m/2
exp{−1

2
(α̂− α)tM(ξ)(α̂− α)}

Consideremos entonces el elipsoide siguiente:

E = {α̂ ∈ <m : (α̂− α)tM(ξ)(α̂− α) ≤ c2},

donde c es un número fijo. Además la variable v = U−1(α̂−α) seguir una distribucin normal
de media o y vector de covarianzas la identidad. De este modo vtv seguir una distribucin χ2

m.
Por tanto ahora:∫

E
f(α̂ | α)dα̂ =

∫
{vtv≤c2}

(2π)−m/2 exp[−1
2
vtv]dv = P (χ2

m ≤ c2).

Se deduce, por tanto, que el elipsoide:

{z ∈ <m : (z − α̂)tM(ξ)(z − α̂) ≤ c2}

contiene la verdadera media con probabilidad P (χ2
m ≤ c2), es decir, es el elipsoide de confianza

de la media α con un nivel de confianza que lógicamente depende de c.

3. Por otro lado el elipsoide:

Eξ = {z ∈ <m : ztM−1(ξ)z ≤ m}

contendrá los vectores f(x), x ∈ X, es decir, contendrá al conjunto f(X) solamente si ξ es
es diseño D-óptimo. Esto es debido al teorema de equivalencia, que asegura lo siguiente:

mı́n
ξ∈Ξ

máx
x∈X

f t(x)M−1(ξ)f(x) = m

de modo que solamente si ξ es un diseño D-óptimo se cumple:

f t(x)M−1(x)f(x) ≤ m,x ∈ X

Además como se vi ms arriba el volumen de Eξ es proporcional a [detM(ξ)]1/2. De modo que
el diseño D-óptimo será aquel que haga máximo el volumen del elipsoide Eξ conteniendo el
conjunto f(X). El problema dual seŕıa encontrar la matriz M que minimiza el elipsoide:

E?
ξ = {z ∈ <m : ztMz ≤ m}
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sujeto a la restricción f(X) ⊂ E?
ξ . El principio fuerte de Lagrange asegura que existe un valor

extremo común para ambos problemas. Uno de los inconvenientes de este criterio es que a
veces el volumen del elipsoide puede ser minimizado haciendose estrecho y largo. Eso significa
que hay un funcional lineal de los parámetros, que es estimado con una gran varianza. No
obstante no es sencillo llevar a la prctica este resultado para el clculo del D-ptimo. Silvey,
[187], proporciona un mtodo para su utilizacin.

En 1973 Whittle, [214], y en 1974 Kiefer J., [124], generalizan el teorema de equivalencia para
funciones criterio más generales. Con el objeto de enunciar estos resultados damos una definición
más rigurosa de función criterio. Para ello nos fijaremos en las propiedades que verificaban las fun-
ciones criterio vistas anteriormente. Observamos que todas las funciones criterio vistas son convexas
y continuas. Con el objeto de salvaguardar estas propiedades daremos la siguiente definición:

Definición 5.1 Diremos que una función real Φ en las condiciones de una función criterio, según
la definición dada más arriba, es una función criterio convexa si cumple las propiedades:

1. Existe UΦ abierto de L(M) tal que UΦ ⊃M+ y Φ está definida, es finita y convexa en UΦ.

2. Si:
Mn ∈M+, n = 1, 2, . . . y ĺım

n→∞
Mn = M ∈M−M+

entonces:
ĺım

n→∞
Φ(Mn) = ∞

Observación 5.3 No es necesario que UΦ sea convexo. Entenderemos entonces que Φ debe ser
convexa en los subconjuntos convexos de UΦ.

Proposición 5.1 Si U es un abierto de L(M) y Φ es convexa y finita en U , entonces Φ es continua
en U .

Demostración: Una demostración de este resultado puede encontrarse en [110].

Proposición 5.2 Cualquier función criterio convexa, con la definición dada, es continua en M.

Demostración: La proposición anterior implica la continuidad en UΦ , y por tanto en M+.
Por otra parte la segunda condición de la definición asegura la continuidad en M−M+.

Todav́ıa necesitamos dar una definición de derivada direccional debida a Frechét:

Definición 5.2 Dada una función real Φ, convexa y definida en un subconjunto convexo de un
espacio eucĺıdeo, y dados dos puntos de ese conjunto x y v, se define la derivada direccional de Φ
en el punto x y en la dirección v como:

∂Φ(x, v) = ĺım
β→0+

Φ[(1− β)x+ βv]− Φ(x)
β
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Observación 5.4 La derivada direccional existe siempre gracias a la convexidad de Φ. En efecto,
demostraremos que la función:

ϕ : (0, 1) −→ < | β −→ Φ[(1− β)x+ βv]− Φ(x)
β

es creciente en (0, 1). Por tanto el ĺımite siguiente siempre existe, siendo finito o infinito negativo:

ĺım
β→0+

Φ[(1− β)x+ βv]− Φ(x)
β

Veamos que ϕ es una función creciente. Para ello tomamos 0 < β1 < β2 < 1 y calculamos:

Φ[(1− β1)x+ β1v]− Φ(x) = Φ{β1

β2
[(1− β2)x+ β2v] + (1− β1

β2
)x} − Φ(x) ≤

β1

β2
Φ[(1− β2)x+ β2v] + (1− β1

β2
)Φ(x)− Φ(x) =

β1

β2
{Φ[(1− β2)x+ β2v]− Φ(x)}

Pueden darse otras definiciones de derivada direccional, pero nos interesará la anterior debido al
uso de funciones convexas. Si existe el gradiente de Φ entonces por su definición, podemos escribir:

∂Φ(x, v) = tr{[5Φ(x)](v − x)} = 〈5Φ(x), v − x〉

Rećıprocamente, se puede definir el gradiente como aquella matriz que encaja en la expresión ante-
rior.

Teorema 5.2 (teorema general de equivalencia) Sea Φ una función criterio convexa y ξ? un
diseño tal que:

∂Φ[M(ξ?),M(ξ)] > −∞, ξ ∈ Ξ

Entonces son equivalentes:

1. ξ? es Φ-óptimo.

2. ξ? es Φ-óptimo local, es decir, para cada diseño ξ la función:

[0, 1) −→ < | β −→ Φ[(1− β)M(ξ?) + βM(ξ)]

tiene un mı́nimo local en β = 0.

3. ∂Φ[M(ξ?),M(ξ)] ≥ 0, ξ ∈ Ξ.

Obsérvese que este teorema aporta un criterio general (tercer apartado) para contrastar si un
diseño dado es o no Φ-óptimo, tanto si la función criterio es diferenciable como si no lo es. Cuando
la función Φ sea diferenciable, se puede dar el siguiente teorema:

Teorema 5.3 Si Φ es diferenciable en un entorno de M(ξ?), entonces son equivalentes:

1. ξ? es Φ-óptimo.

2. f t(x)5 Φ[M(ξ?)]f(x) ≥ TrM(ξ?)5 Φ[M(ξ?)], x ∈ X.

3. mı́nx∈X f t(x)5 Φ[M(ξ?)]f(x) =
∑

x∈X f t(x)5 Φ[M(ξ?)]f(x)ξ?(x)



Caṕıtulo 6

Construcción del diseño óptimo

6.1. Aproximación al diseño óptimo

En la mayoŕıa de los casos que nos encontramos en la práctica, no va a ser posible encontrar
exactamente el diseño óptimo bajo el aspecto de un determinado criterio. Procederemos entonces
según un algoritmo convergente encaminado a la obtención de un diseño aproximado al óptimo.
Pero, ¿cómo saber si un diseño obtenido en un paso del algoritmo está o no suficientemente próximo
al diseño óptimo?. A resolver esta cuestión van encaminados los siguientes resultados debidos a
Silvey, [184].

Proposición 6.1 Sea Φ una función criterio convexa. Si µ es un diseño tal que Φ[M(µ)] < ∞ y
para un cierto δ > 0 se tiene:

∂Φ[M(µ),M ] ≥ −δ,M ∈M (6.1)

entonces:
Φ[M(µ)] ≤ inf{Φ[M(ξ)] : ξ ∈ Ξ}+ δ

Es decir, si ξ? es Φ-ptimo entonces:

Φ[M(µ)]− Φ[M(ξ?)] ≤ mı́n
M∈M

∂Φ[M(µ),M ]

Si además existe el gradiente 5Φ[M(µ)] entonces (6.1) es equivalente a:

f t(x)5 Φ[M(µ)]f(x) ≥ tr5 Φ[M(µ)]M(µ)− δ, x ∈ X.

En 1969 Atwood, [15], dio otra acotación del error cometido al aceptar como D-ptimo un diseño
dado:

Proposición 6.2 Si detM(µ) 6= 0, entonces:

(
detM(µ)

máxξ∈Ξ detM(ξ)
)1/m ≥ m

f t(x)M−1(µ)f(x)

y tomando logaritmos:

1
m

(ΦD[M(µ)]− inf{ΦD[M(ξ)] : ξ ∈ Ξ}) ≤ log
máxx∈X f t(x)M−1(µ)f(x)

m

45
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6.2. Procesos iterativos para el cálculo del diseño D-óptimo

Los algoritmos que se dan a continuación se basarán en el gradiente. Se define a partir del
gradiente de la función criterio de D-optimización la siguiente función:

d(x, ξ) = σ−2(x)f t(x)M−1(ξ)f(x)

Para detener el algoritmo puede utilizarse la Proposición 6.2, que puede expresarse de la forma:

ΦD[M(ξ)]− ΦD[M(ξ?)] ≤ m log[máx
x∈X

d(x, ξ)/m]

siendo ξ un diseño tal que detM(ξ) 6= 0 y ξ? un diseño D-óptimo. Damos a continuación algunos
de los algoritmos más utilizados.

6.2.1. Algoritmo de paso armónico

Puede encontrarse en [168], Sección V.2.

1. Se elige un diseño inicial ξ0 tal que, detM(ξ0) 6= 0.

2. Dado un ξn se define un nuevo diseño:

ξn+1 = (1− 1
n+ 2

)ξn +
1

n+ 2
ξxn

donde xn es el punto donde se alcanza el máximo de la función:

X −→ < | x −→ d(x, ξn)

3. El proceso se detiene de acuerdo con la Proposición 6.2.

6.2.2. Algoritmo ascendente

Ahora el paso, β, se mejorará en cada etapa del algoritmo.

1. Se elige un diseño inicial ξ0 tal que, detM(ξ0) 6= 0.

2. Dado un ξn se define un nuevo diseño:

ξn+1 = (1− βn)ξn + βnξxn

donde xn es el punto donde se alcanza el máximo de la función:

X −→ < | x −→ d(x, ξn)

y βn es el punto donde se alcanza el máximo de:

[0, 1] −→ < | β −→ detM [(1− βn)ξn + βnξxn ]
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3. El proceso se detiene de acuerdo con la Proposición 6.2.

Proposición 6.3 ([74], Sección 2.5) , En el proceso anterior se puede calcular βn a partir de la
fórmula:

βn =
d(xn, ξn)−m

m[d(xn, ξn)− 1]

La Proposición 4.9 facilita el cálculo de la inversa y del determinante a partir de los calculados
en el paso anterior del algoritmo. Esto aumentará la rapidez de los cálculos hechos con el ordenador.

6.2.3. Algoritmo acelerado

Con este proceso el algoritmo convergerá más rápido a partir de una mejor elección de βn en
cada paso.

1. Se elige un diseño inicial ξ0 tal que, detM(ξ0) 6= 0.

2. Dado un ξn se define un nuevo diseño:

ξn+1 = (1− βn)ξn + βnξxn

donde xn y βn se eligen como en el algoritmo anterior, o bien xn es el punto donde se alcanza
el mı́nimo de la función:

X −→ < | x −→ d(x, ξn)

y βn es el punto donde se alcanza el máximo de:

[
−ξn(xn)

1− ξn(xn)
, 1] −→ < | β −→ detM [(1− β)ξn + βξxn ]

si d(xn, ξn) ≥ m
1+(m−1)ξn(xn) , y en caso contrario βn = −ξn(xn).

3. El proceso se detiene de acuerdo con la Proposición 6.2.

Proposición 6.4 En el proceso anterior se tiene que:

γn =
d(xn, ξn)−m

[(m− 1)d(xn, ξn)]m−1

detM [(1− βn)ξn + βnξxn ] = (1 + γn)−m detM(ξn)[1 + γnd(xn, ξn)]

donde βn(1− βn) = γn
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6.2.4. Algoritmo para un X finito

Supongamos ahora que nos interesa encontrar el mejor diseño según el criterio D-óptimo cuyo
soporte se encuentra en el conjunto X = {x1, . . . , xk}. Hay que tener en cuenta que aunque los
algoritmos anteriores se dan en un conjunto compacto cualquiera, X, los cálculos del ordenador se
reducen a un conjunto finito, mayor o menor, según sea la tolerancia que se asigne a los cálculos.
Se propone el siguiente algoritmo:

1. Se elige un diseño inicial ξ0 tal que, ξ0(xi) > 0, i = 1, 2, . . . , k.

2. Dado un ξn se define un nuevo diseño:

ξn+1(xi) = ξn(xi)
d(xi, ξn)

m
, i = 1, 2, . . . , k

3. El proceso se detiene cuando:

máx
i

d(xi, ξn)
m

< 1 + ε

Ejemplo 6.1

Sea X = [0, 1] y el modelo:

E[y(x)] = θ(x) = αtf(x) = α1 + α2x, σ
2(x) = 1, x ∈ X

Es decir, f(x) = (1, x)t. La matriz de información asociada a un diseño cualquiera, ξ, será:

M(ξ) =
∑

x∈[0,1]

f(x)f t(x)ξ(x) =

(
1

∑
x∈[0,1] xξ(x)∑

x∈[0,1] xξ(x)
∑

x∈[0,1] x
2ξ(x)

)

Trataremos de calcular el diseño D-óptimo utilizando los algoritmos que se han enunciado anteri-
ormente.

1. Algoritmo de paso armónico: Tomaremos como diseño inicial ξ0 =

{
0 1

1/4 3/4

}
, de modo

que:

M(ξ0) =

(
1 3/4

3/4 3/4

)
,detM(ξ0) = 3/16,M−1(ξ0) =

(
4 −4
−4 16/3

)
y

d(x, ξ0) = σ−2(ξ)f t(x)M−1(ξ0)f(x) = (1, x)

(
4 −4
−4 16/3

)(
1
x

)
= 4− 8x+

16
3
x2

En un primer paso obtenemos el siguiente diseño:

ξ1 = (1− 1/2)ξ0 + 1/2ξx0 = 1/2ξ0 + 1/2ξx0

donde x0 es el punto donde se alcanza el máximo de la función:

[0, 1] −→ < | x −→ 4− 8x+
16
3
x2
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Se trata de una parábola con las ramas hacia arriba, de modo que el máximo se alcanzará en
uno de los extremos del intervalo. La función toma el valor 4 para x = 0 y el valor 4/3 para
x = 1. Por tanto x0 = 0. Utilizando la Proposición 6.2 podemos decir que el error que se
cometeŕıa tomando el diseño ξ0 como D-óptimo es menor o igual que 2. log 4/2 = 1,39.

El diseño obtenido en este primer paso es entonces:

ξ1 =

{
0 1

5/8 3/8

}

La Proposición 4.9 nos da directamente la inversa de su matriz de información asociada:

M−1(ξ1) =
1

1/2

(
4 −4
−4 16/3

)
−

1/2

(
4 −4
−4 16/3

)(
1
0

)
(1, 0)

(
4 −4
−4 16/3

)
1/2 + 4/2

=

=

(
8/5 −8/5
−8/15 64/15

)
Y la función:

[0, 1] −→ < | x −→ d(x, ξ1) = (1, x)

(
8/5 −8/5
−8/15 64/15

)(
1
x

)
=

8
5
− 16

5
x+

64
15
x2

alcanza su máximo, 8/3, en x1 = 1. El error que se cometeŕıa tomando ξ1 como diseño
D-óptimo viene acotado por la Proposición 6.2: 2 log(8/6) = 0,58.

En el siguiente paso se tomará el diseño:

ξ2 = 2/3ξ1 + 1/3ξx1 =

{
0 1

5/12 7/12

}

y utilizando como antes la Proposición 4.9 calculamos la matriz inversa de la matriz de
información asociada a este nuevo diseño:

M−1(ξ2) =

(
12/5 −12/5
−12/5 272/55

)

El máximo de la función:

[0, 1] −→ < | x −→ d(x, ξ2) =
12
5
− 24

5
x+

272
55

x2

se alcanza en x2 = 1 y el error cometido al tomar este diseño como D-óptimo viene acotado
por 2 log(140/110) = 0,48. el siguiente diseño en este proceso seŕıa por tanto:

ξ3 = 3/4ξ2 + 1/4ξx2 =

{
0 1

5/16 11/16

}

Parece que esta sucesión de diseños tiende al diseño:

ξ? =

{
0 1

1/2 1/2

}
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Veamos que se trata realmente del diseño D-óptimo utilizando para ello el teorema de equiv-
alencia:

M(ξ?) =

(
1 1/2

1/2 1/2

)
,detM(ξ?) = 1/4,M−1(ξ?) =

(
2 −2
−2 4

)
y

d(x, ξ?) = 2− 4x+ 4x2

cuyo máximo, 2, se alcanza en ambos extremos x = 0 y x = 1. Puesto que 2 es el número de
parámetros, el teorema de equivalencia nos dice que ξ? es un diseño G-óptimo, y por tanto
D-óptimo.

2. Algoritmo ascendente: Tomaremos el mismo diseño inicial ξ0 =

{
0 1

1/4 3/4

}
y veremos

cómo este algoritmo converge más rápidamente, aunque exige mayor número de cálculos en
cada paso. Ms arriba se calcul la matriz de información inversa:

M−1(ξ0) =

(
4 −4
−4 16/3

)

Ahora el diseño que se obtendrá en el primer paso es:

ξ1 = (1− β0)ξ0 + β0ξx0

donde x0 se elige como en el algoritmo anterior, y es por tanto x0 = 0 y β0 es el punto donde
se hace máxima la función:

[0, 1] −→ < | β −→ detM [(1− β0)ξ0 + β0ξx0 ]

Teniendo en cuenta que:

(1− β0)ξ0 + β0ξx0 =

(
0 1

1+3β
4

1−3β
4

)

se tiene que:

detM [(1− β0)ξ0 + β0ξx0 ] = det

(
1 3−3β

4
3−3β

4
3−3β

4

)
=

3 + 6β − 9β2

16

cuyo máximo se alcanza en β0 = 1/3. Por tanto:

ξ1 =

{
0 1

1/2 1/2

}

que como hemos visto es el diseño D-óptimo. Esto demuestra la eficacia de este algoritmo,
que en este caso consigue el diseño D-óptimo en un solo paso.

3. Algoritmo para X finito: Supondremos ahora que el conjunto X está formado por los once
puntos que resultan de dividir el intervalo [0, 1] en 10 partes iguales, es decir:

X = {0, 0,1, 0,2, . . . , 0,9, 1}
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Tomaremos como diseño inicial, ξ0, el diseño uniforme concentrado en estos 11 puntos. El
diseño obtenido en el primer paso vendrá dado por:

ξ1(xi) = ξ0(xi)
d(xi, ξ0)

2
, i = 0, 1, . . . , 10

donde se puede escribir xi = i/10, i = 0, 1, . . . , 10. Pero:

M(ξ0) =

(
1

∑10
i=0

i
10

1
11∑10

i=0
i
10

1
11

∑10
i=0

i2

102
1
11

)
=

(
1 55

100
55
100

385
1100

)

M−1(ξ0) =

(
7/2 −5
−5 10

)

d(xi, ξ0) = (1, xi)M−1(ξ0)

(
1
xi

)
=

7
2
− 10xi + 10x2

i =
7
2
− i+

i2

10
, i = 0, 1, . . . , 10

de modo que:

ξ1(xi) =
1
11

7
2 − i+ i2

10

2
=

35− 10i+ i2

220
que efectivamente se trata de un diseño:

10∑
i=0

ξ1(xi) =
10∑
i=0

35− 10i+ i2

220
= 7/4− 5/2 + 7/4 = 1

El error cometido al tomar este diseño como óptimo viene dado por:

máx
i

d(xi, ξ0)
2

− 1 = 3/4

De este modo se continuaŕıa el proceso hasta lograr una buena aproximación del diseño D-
óptimo o hasta apreciar cuál seŕıa el diseño al que presumiblemente converge el proceso.

Ejemplo 6.2

Siguiendo con el ejemplo 4.1, trataremos de buscar el diseño D-óptimo utilizando el algoritmo
8.4 para X finito. Tomaremos como diseño inicial ξ0, es decir, el disño uniforme concentrado
en los cinco puntos de X. Como ya vimos más arriba ΦD[M(ξ0)] = 1,02165 + 4 log σ. En el
siguiente paso obtenemos el diseño:

ξ1(xi) = ξ0(xi)
d(xi, ξ0)

m
, i = 0, 1, 2, 3, 4

Calculamos:

d(xi, ξ0) =
5
3
f t(xi)

(
1 0
0 1

)
f(xi) =

5
3
‖ f(xi) ‖2=

5
3


0 si i = 0
1 si i = 1, 2
2 si i = 3, 4

Luego:

ξ1 =

{
x1 x2 x3 x4

1/6 1/6 1/3 1/3

}
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En la segunda iteración tendremos:

ξ2(xi) = ξ1(xi)
d(xi, ξ1)

m
, i = 0, 1, 2, 3, 4

Pero:

M(ξ1) =
1
σ2

(
5/6 0
0 5/6

)
,M−1(ξ1) = σ2

(
6/5 0
0 6/5

)
ΦD[M(ξ1)] = 0,3646 + 4 log σ

d(xi, ξ1) = f t(xi)

(
6/5 0
0 6/5

)
f(xi) =

6
5
‖ f(xi) ‖2=


0 si i = 0
6/5 si i = 1, 2
12/5 si i = 3, 4

De este modo obtenemos el diseño:

ξ2 =

{
x1 x2 x3 x4

1/10 1/10 2/5 2/5

}

y su matriz de información asociada e inversa serán:

M(ξ2) =
1
σ2

(
9/10 0

0 9/10

)
,M−1(ξ2) = σ2

(
10/9 0

0 10/9

)

y el valor de la función criterio en esta matriz es:

ΦD[M(ξ2)] = 0,2107 + 4 log σ

d(xi, ξ2) = f t(xi)

(
10/9 0

0 10/9

)
f(xi) ==

10
9
‖ f(xi) ‖2=


0 si i = 0
10/9 si i = 1, 2
20/9 si i = 3, 4

de modo que:

ξ3 =

{
x1 x2 x3 x4

1/18 1/18 4/9 4/9

}
Se puede apreciar que los diseños van tendiendo ligeramente al diseño:

ξ? =

{
x3 x4

1/2 1/2

}

Veamos que efectivamente es el diseño D-óptimo. Para ello utilizaremos el teorema de equiv-
alencia:

M(ξ?) =
1
σ2

(
1 0
0 1

)
,M−1(ξ?) = σ2

(
1 0
0 1

)

d(xi, ξ
?) =


0 si i = 0
1 si i = 1, 2
2 si i = 3, 4

de donde:
máx

x
d(x, ξ?) = 2 = número de parámetros



Caṕıtulo 7

EJERCICIOS

1. Resolver los ejercicios planteados en el Caṕıtulo 2 acerca de la inversa generalizada.

2. Sea X = [0, 1] y el modelo de regresión y(x) = α1 + α2x+ ε(x) con σ2(x) = 1.

a) Establecer correspondencias biuńıvocas entre M y los conjuntos:

{
(

1 a
a b

)
: 0 ≤ b ≤ a ≤ 1, a2 ≤ b} y {M(ξ) ∈M : ξ =

(
0 x0

1− p p

)
}

b) Demostrar que la aplicación:

M+ −→ < : M(ξ) −→ varξα2

es estrictamente convexa en las matrices de información regulares.

3. Sean (X,Θ1, σ) y (X,Θ2, σ) dos modelos de regresión. Supongamos que Θ1 ⊂ Θ2 y que ξ es
un diseño en ambos modelos. Sea g un funcional lineal en Θ2 y sea g |Θ1 la restricción de g
al conjunto Θ1. Probar que:

varξg |Θ1≤ varξg

Indicación: Utiĺıcese la expresión de la varianza del BLUE.

4. Se tiene un polinomio de grado m con coeficientes desconocidos. Se puede observar su valor,
independientemente, en N puntos x1, . . . , xN ∈ [0, 1]. Se supone que σ2(x) = σ2 es constante.
Encontrar una expresión reducida del determinante de la matriz de información del diseño
exacto x1, . . . , xN en el caaso N = m+ 1.

5. Sea (X,Θ, σ) un modelo de regresión lineal con observaciones incorreladas. Sean x1, . . . , xk ∈
X y α1, . . . , αk ∈ [0, 1] tales que

∑k
i=1 αi < 1. Sea Φ una función criterio y sea ξ? un diseño

Φ-óptimo. Denotaremos:

ΞS = {ξ ∈ Ξ : ξ(x1) ≥ alpha1, . . . , ξ(xk) ≥ alphak}

MS = {M(ξ) ∈M : ξ ∈ ΞS}

a) Demostrar que M y MS son homeomorfos. Deducir que si M es compacto entonces
también lo será MS .

53
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b) Encontrar una relación entre las matrices de información M(ξ) ∈ M y su imagen,
M(ξ0) ∈MS , por el homeomorfismo natural dado en el primer apartado.

c) Deducir del segundo apartado que el diseño imagen ξ?
0 del diseño ξ? verifica que:

Φ[M(ξ?
0)] = máx

ξ∈Ξ
Φ[M(ξ?)]

6. Sea X = [0, 1] y el modelo de regresión y(x) = αe−βx2
+ε(x) con σ2(x) = 1. Por la experiencia

anterior se obtiene un primera estimación de los parámetros α0 = 1 y β0 = 1/2.

a) Linealizar el modelo.

b) Encontrar la matriz de información del diseño:

ξ0 =

{
0 1

1/2 1/2

}
.

c) Demostrar que no es un diseño D-óptimo utilizando el teorema de equivalencia y acotar
el error cometido al tomar este diseño como D-óptimo.



Bibliograf́ıa

[1] ABDELBASIT K. M. y PLACKETT R. L. (1983). Experimental design for binary data.
Journal of the american statistical association, Vol. 78, No. 381, pp 90-98.

[2] ABRAMOVITZ M. y STEGUN I. A. (1972). Handbook of mathematical functions. Dover
Pub. Inc., New York, pp 773-801.

[3] AGARWAL S.C. and DAS M.N. (1990). Invomplete Blocks Designs for Partial Diallel Cross.
Sankhya, Vol. 52, Series B, Pt. 1, pp 75-81.

[4] AIGNER D. J. y BALESTRA P. (1988). Optimal experimental design for error components
models. Econometrica, Vol. 56, No. 4, pp 955-971.

[5] ALBERT A. (1972). Regression and the Moore-Penrose pseudoinverse. Academic Press. Ser.
Mathematics in science and engineering, Vol 94.

[6] ALI M. A. y SINGH N. (1981). Optimal use of prior information in designing experiments.
Journal or information and optimization sciences, Vol. 2 No. 1 pp 64-72.

[7] ASH A. y HEDAYAT A. (1978). An introduction to design optimality with an overview of the
literature. Commun. statist. -theor. meth., Ser. A, Vol. 7, No. 14, pp 1295-1325.

[8] ATKINSON A. C. (1978). Posterior probabilities for choosing a rgession model. Biometrika,
Vol. 65, pp 39-48.

[9] ATKINSON A. C. (1982). Developments in the design of experiments. International Statistical
review, Vol. 50, pp 161-177.

[10] ATKINSON A.C. y DONEV A.N. (1992). Optimum Experimental Designs. Oxford Science
Publications, New York.

[11] ATKINSON A.C. y FEDOROV V.V. (1975). The design of experiments for discriminating
between two rival models. Biometrika, Vol. 62, No. 1, pp 57-70.

[12] ATKINSON A. C. y FEDOROV V. V. (1975). Optimal design: Experiments for discriminating
between several models. Biometrika, Vol. 62, No. 2, pp 289-303.

[13] ATKINSON A. C. y FIENBERG S. E. (Eds.) (1985). An introduction to the optimun design
of experiments. A Celebration of statistics. Springer-Verlag. pp 465-473.

[14] ATKINSON A. C. y HUNTER W. G. (1968). The design of experiments for parameter esti-
mation. Technometrics, Vol. 10, No. 2, pp 271-289.

55



56 BIBLIOGRAFÍA
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Mitchelĺs DETMAX, for tinding d-optimum designs. Technometrtics, Vol. 22, No. 3, pp 301-
313.

[87] GALIL Z. y KIEFER J. (1982). Construction methods for D-optimum weighing designs when
n=3(mod4). The Annals of Statistics, Vol. 10, No. 2, pp 502-510.

[88] GALIL Z. y KIEFER J. (1983). Comparison of designs equivalent under one or two criteria.
Journal of statistical planning and inference, Vol 8, pp l03-116.

[89] GEVERS M. y LJUNG (1986). Optimal experimental design with respect to the intented
model aplication. Automatica, Vol. 22, No. 25, pp543-554.

[90] GHOSH S. (1986). On a new graphical method of determining the conectedness in three
dimensional designs. The indian journal of statistics, Vol. 48, Ser. B, Pt. 2, pp 207-215.

[91] GILL E. P.,MURRAY W. y WRIGHT M. H. (198l). Practical Optimization. Academic Press.

[92] GLADITZ J. y PLIZ J. (1982). Construction of optimal designs in random coefficient regression
models. Math. Operationsforsch. Statistics, Vol. 13, No. 3, pp 371-365.
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