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1 Intercambio puro

1.1 Supuestos:

1) Existen k mercancias indexadas por j € J = {1,2,...,k} y supondremos un
mercado para cada una de ellas (recordar el concepto de mercancia: el mismo
bien en dos lugares o fechas distintos son mercancias diferentes)

2) Existen n consumidores indexados por i € I = {1,2,...n} cada uno de
ellos descrito por unas preferencias 7Z; y unas dotaciones iniciales w; € Rﬁ.

1.2 Definiciones

Definicién 1

Economia {2, w; };c; -

Definicién 2

Asignacién de la economia © = (21, xa, ..., 2, ) € RiXk donde z; = (41, Zi2, ..., Tik) €
Rﬁ es la cesta de consumo del consumidor ¢ € 1.

Definicién 3

Conjunto factible

F:{meRﬁXk:in§Zwi}.

i€l el

Diremos que una asignacién es factible si x € F.

1.3 Eficiencia paretiana (PE)

PE fuerte

Sea x € F diremos que z € PEF si fla’€ F tal que x; 7; o;Vi € [ 'y oy = w4
para algin s € 1.

PE débil

Sea x € F diremos que x € PED si Hr’e F tal que x; >=; x;Vi € I.



1.3.1 PE para funciones de utilidad diferenciables

Caracterizacién analitica de la PE.
Para este caso la definicién de PE es equivalente a resolver el siguiente pro-
grama:
max us(Ts) s. a.

Dicr®ij < 2icrwij paraj e J
wi(z;) > wgy i€ I —{s}

cuyo lagrangiano es
L(LL', )‘7/1’) = ’LL5<£L'S) + Z)‘J Z (wij - xij) + Z i (ul(xl) - ul) )

jeJ el iel—{s}

y cuyas CPO respecto del vector de asignacién z son'

oL Ou,

8xsj 8.735j

— A =0,j=1,2,...,k

— ==\ — =0,i=1,2,...,0;5=1,2,....,k

ax” ] +Mzax” 7Z < 7n7.7 )< 9

de donde se obtiene la bien conocida condiciéon de PE para el caso de funciones
de utilidad diferenciables en sus argumentos

Odug Ou;
Oxsj  Oxyj . .
E—B_’MLVS,ZEIY‘],ZGJ,
8151 61“
o bien que 4 4
RMSY = RM S, (1)

Es decir una asignacién resulta PE si la disposicién a pagar cualquier par de
mercancias es igual para todos los individuos. Hay que recordar que (1) es sélo
es apropiada para algunos casos de funciones de utilidad diferenciables, como
las funciones tipo CES no colapsadas. Ademds (1) es condicién necesaria, la
suficiencia depende de la cuasiconcavidad de la funcién de utilidad.

1.3.2 La caja de Edgeworth

La Caja de Edgeworth es una util abstraccién de una economia 2X2 (2 individuos
y 2 mercancias) que nos permite representar los resultados de este tema en un
espacio bidimensional. Este instrumento es ya conocido por los alumnos de
este curso puesto que forma parte del programa de Microeconomia Intermedia.
Propongo el siguiente ejercicio para representar el conjunto de asignaciones PE.

Ejercicio: Halle el conjunto de asinaciones PE para una economia de inter-
cambio puro con dos bienes y dos individuos, suponiendo que la dotacién inicial

1TLas CPO de los multiplicadores que trasladan al sistema de ecuaciones las restricciones
(saturadas) del problema se omiten.



Bien 2

Bien 1 <4 |\ ct wt 0

Courbes d'indifféerénce de B

L] ]

Opliha denRareto
»._Echangég mutuellementjavantageux

ch = c3
Courbes d Qe o
N W N

wh tations\nitiales [W5

Courbe des contrats —

0 ch \ \w? \ P Bien 1
v

Bien 2

Figure 1: Caja de Edgeworth en una economia de intercambio puro 2X2.

agregada de ambos bienes es w = (wg,wy) ¢ = 1,2, y que las preferencias de los
individuos vienen representadas por las funciones de utilidad tipo Cobb-Douglas

wi (21,y1) = 23YL % ua (w2, y2) = 2hys ",

discuta la curvatura del grafo del conjunto de asignaciones PE en relacion a «

y B

1.4 El equilibrio walrasiano

Supongamos que las preferencias de nuestros n individuos son regulares (comple-
tas, reflexivas, transitivas, mondtonas, convexas y continuas) y que participan
paramétricamente en los mercados, es decir, son precio-aceptantes. Llamemos
pE Rﬁ_ al vector de precios. Cada individuo maximiza sus preferencias sujeto
a su restriccién presupuestaria de riqueza, por lo que su demanda marshalliana
viene dada por

z;(p,w;) = argmax {Z; s. a. pr; < pw;t,
a partir de aqui podemos definir la demanda neta del consumidor %

zi(p) € RF de tal forma que si z;;(p) > 0(< 0) el individuo es un demandante
(ofertante) neto de la mercancia j.

Lema 1. Si las preferencias son regulares pz;(p) =0 Vi € I.



D: Efectivamente si z;(p,w;) es la cesta elegida satura la restricciéon pre-
supuestaria esto es px;(p,w;) = pw;, con lo que se obtiene el resultado.

Lema 2. Si las preferencias son regulares y 3 z; € X; tal que z; =4
z;(p, w;) entonces px; > pw; Vi € I.

D: Como por el lema 1 pz;(p,w;) = pw;, entonces si z; = x;(p,w;) tiene
que ocurrir que px; > px;(p, w;). Esto significa que cualquier otra cesta que sea
preferida a la elegida a los precios vigentes quedard fuera de su conjunto factible
y, por tanto, a esos precios no podra ser adquirida.

Definicién 4: Equilibrio walrasiano (EW)
Un EW viene dado por un vector de precios p* &€ R’j y una asignacién
z(p*,w;) € RiXk para la cual

z(p*, w;) = argmax {Z; s. a. p'x; < prwi}, (2)
in(p*awi) S Zwia (3)
i€l i€l

Es decir un EW viene definido por un vector de precios para el cual no hay un
exceso de demanda positivo para ninguna mercancia, esto es, todos los mercados
se vacfan, siendo que todos los individuos eligen racionalmente qué consumir de
cada mercancia a esos precios. Una condicién equivalente a (2), basada en el
lema 2, es

Si x; =; x;i(p*,w;) entonces p*x; > p*a;(p*,w;) Vi € I.

Esto es, cualquier cesta preferida a la elegida a los precios p* no es factible. Esta
caracterizaciéon nos serd ttil mas adelante.

Definicién 5: Funcién de exceso de demanda agregada

) = 3 5 0).

icl

Noétese que de acuerdo con la definicién (3) el conjunto factibile se puede
expresar también como

F:{xeRiXk:z(p)gO}.

Lema 3. z(p) es homogénea de grado cero.
Trivial dado que x;(p*, w;) es homogénea de grado cero Vi € I (Tema 1).

Lema 4. Si z;(p*,w;) son continuas — z(p) es continua
Trivial porque la suma de funciones continuas es continua.

Teorema 1: Ley de Walras
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Figure 2: Equilibrio walrasiano en una economia de intercambio puro 2X2.



Sea {z;,w;},.; una economia de intercambio puro, entonces para
cualquier p € R% ocurre que pz(p) = 0.

D: Tenemos que pz(p) =p> ;5 2i(p) = Y ;c; Pzi(p) = 0 en virtud del lema
1.

Noétese que la Ley de Walras se cumple para cualquier vector de precios.
Corolario 1: Si hay equilibrio en k¥ — 1 mercados — el k-ésimo

mercado estard en equilibrio.
En efecto, escribiendo

2 (p)
p2(p) = (pr, 2, epe) | .<p) =277 )
) )

donde 27 (p) = 3,21 2ij(P) = ;e (wij(p) — wij). Pero, ademds pz(p) puede ser
expresado como

k—1
pz(p) = Y pi? (p) + prz"(p),
j=1

pero en virtud del enunciado Zf;ll pjzj (p) = 0 y por el Teorema 1 tendremos
el resultado, esto es que pgz*(p) = 0.

Corolario 2: Si en un mercado hay un exceso de demanda positivo
entonces debe haber el menos algun otro en donde hay un exceso de
demanda negativo.

La demostracién es trivial.

Teorema 2: Bienes gratuitos
Si p* es un EW tal que 2/(p*) = 0 para j € Jy 2*(p*) < 0 para algiin
scJ—p;=0.
D: Supongamos que no es cierto y que p* = (p§,..,p%,..,p;) > 0 es un EW
entonces .
P2t = Y piF W)+ (") <0,
jeJ—{s}

debido a que 2°(p*) < 0y p* > 0 lo que entra en contradiccién con el Teorema
1 (ley de Walras), luego si p* es un EW necesariamente p% = 0.

1.4.1 La existencia del EW

La prueba de la existencia del EW se fundamenta en el conocido teorema de
Brower, que dice que para cualquier funcién f : D — D continua, entonces
dz € D/ f(x) = z. La demostracién de este teorema es completamente triv-
ial. Hay que decir que en un curso més avanzado de microeconomia donde



las funciones de demanda puedan ser concebidas como correspondencias punto-
conjunto en vez de como funciones, aplica el equivalente del teorema de Brower
para correspondencias debido a Kakutani. Desde un punto de vista intuitivo
ambos resultados son equivalentes.

Definicién: Vector de precios normalizado
Seap = (p1,p2,...,pk) € RY un vector de precios cualquiera el vector p’ € R
es un vector de precios normalizado si sus componentes se obtienen como

= L, s e J
Ps ZjeJ pj

Lema 4: p’ € §¥—1.

Esto es por que la suma de las componentes de p’ suma uno y significa que p’
pertenece a un simplex unitario de orden k, que queda completamente definido
con la especificacion de los valores de k — 1 ésimas dimensiones debido a que la
que la que resta depende de las demds. Esta propiedad, junto con el siguiente
enunciado, son los ingredientes para la demostracion de la existencia.

Teorema 3: Existencia

Sea z: S¥~! — RF continua, entonces 3p* € S¥~1/z(p*) < 0.

El enunciado dice que si expresamos la funcion de exceso de demanda agre-
gada como funcién de un vector de precios normalizado (cosa que se puede hacer
siempre como hemos visto anteriormente), basta con que ésta sea continua para
que se pueda encontrar un vector de precios para la cual sea factible y, por tanto,
exista. La demostracién se basa en el teorema de Brower y en la nocién del tan-
teador walrasiano. Como es sabido dicho tanteador actua intercediendo entre
los participantes en el intercambio de tal forma que enuncia el precio de una
mercancia, si observa que para ese precio hay un exceso de demanda positivo
no se realiza el intercambio y enuncia un nuevo precio, esta vez un poco mayor.
Por tanto para la demostracién basta con definir una funcién que caracterice el
comportamiento del tanteador walrasiano, que esté definida en S*~! y que sea
continua, por ejemplo g; : S¥~1 — S¥~1 tal que

pi + max {0,z (p)}
> e pj +max{0,z;(p)}]’

9i(p) =
como g;(p) es continua, en virtud del teorema de Brower existe un p* tal que

g:(p*) = p} Vi € J. En efecto, sustituyendo

e i max (0. 5(7))
FTTE Y max (0, 5 (p))

o bien
p; +p; Y max{0,z(p*)} = p} +max {0, z(p")},
jeJ



simplificando y multiplicando por z;(p*)

piz(p) Y max {0, 2 (p*)} = zi(p") max {0, 2 (p*)},
JjEJ

sumando en las mercancias

ijzi(p*) Zmax {0,z;(p")} = Zzz(p*) max {0, z;(p*)} ,

ieJ jeJ icJ

pero como en virtud de la Ley de Walras (Teorema 1) >, ; pizi(p*) =0

>z ) max {0,z (p")} = 0

icJ

y por tanto z;(p*) <0 Vi € J.

1.5 Los Teoremas del Bienestar

Primer Teorema del Bienestar: Si {p*,z(»*,w)} es un EW,
entonces z(p*,w) es PE.

D: Supongamos lo contrario, es decir que a pesar de que {p*, z(p*,w)} es
un EW no es PE. Por consiguiente, debe existir otra asignacion z # z(p*, w) €
EW para la cual z; 7; z;(p*,w;) Vi € I — {s} v x5 =5 zs(p*,ws) para algin
s € I. Pero en virtud del lema 2, ocurrird que en ese caso, p*z; > p*z;(p*, w;)
Vi eI —{s}yp zs > p*as(p*, ws). Pero como p*z;(p*, w;) = p*w; Vi € I (lema
1), sumando respecto en I tendremos que

Zp*mi > Zp*wi,

iel el

de donde se deduce que la asignacién x no es factible por lo que no existe otro
EW que supere en el sentido de Pareto a z(p*,w), por lo que éste es PE.

Segundo Teorema del Bienestar: Cualquier asignacién PE
puede ser obtenida como un EW con la apropiada redistribucion de
las dotaciones iniciales.

La demostracién de este teorema es inmediata, en particular, dado que el
enunciado permite hacer cualquier redistribucién de las dotaciones iniciales,
basta con seleccionar directamente la asignacién PE que se desea. Este he-
cho nos hace reflexionar acerca del paradégico significado de este teorema, en
el que para obtener una asignacién de forma descentralizada es necesario cen-
tralizar el reparto de las dotaciones iniciales. Sin embargo, las implicaciones
de este Segundo Teorema tienen que ver con el problema de la igualdad de
oportunidades. En la asignatuta de Microeconomia Superior 2 tendremos la
oportunidad de ahondar en estas implicaciones.
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Figure 3: La asignacién C es el equilibrio walrasiano y pertenece al conjunto de
asignaciones eficientes. D no lo es.



2 Equilibrio General con Produccién

En el epigrafe anterior hemos estudiado la eficiencia paretiana y el equilibrio
walrasiano en el marco de economias de intercambio puro, esto es, esconomias
donde los agentes sélo resuelven problemas de consumo. FEl propésito de este
epigrafe es extender lo visto al caso en donde ademads hay agentes que tienen que
resolver problemas de produccién. Por tanto, vamos a suponer una economia
formada por un conjunto I = {1,2,...,n} de consumidores, un conjunto J =
{1,2,...,m} de empresas y L mercancias con los siguientes supuestos:

1) Cada consumidor ¢ € I estd caracterizado por su conjunto de consumo
X; C RY y por su relacién de preferencias »—; regulares (completas, reflexivas,
transitivas, monétonas, convexas y continuas) sobre X;.

2) Cada empresa j € J estd caracterizada por su conjunto de produccién
Y; C RL)Y; # 0y cerrado.

3)Los recursos iniciales de mercancias (dotaciones iniciales totales) son W =
(wi,wa, ...,wy) € RE.

La economia queda enteramente caracterizada por

E= {{Xi, Zitier s {Yj}jeJ’W} '

2.0.1 Asignacién

Una asignacién (z,y) = (z1,%2, .., Tn,Y1,Y2, -, Yx) €S una especificacion del
vector de consumo x; € X; del consumidor ¢ y el vector de netput y; € Y} de la
empresa j.

2.0.2 Asignacion factible

Una asignacién (z,y) es factible si (z,y) € F donde

F= (SC,y):ZI'i:W+Zyj

iel jed

es el conjunto factible de F.

Ejemplo Una economia con un bien producido y tiempo (input primario).
Cada individuo ¢ tiene preferencias sobre (¢;,0;), consumo y ocio respectiva-
mente, y estd dotado con (0,7;), una cantidad inicial de tiempo; el vector de
produccién de la empresa j es (g, —z;), por tanto, el conjunto factible de la

economia es
> (ei0) =D (0,T) + > (g5, —2),

i€l iel jeJ
o bien
ECiZEQj, ETz‘:EOH-EZj-
iel jeJ i€l iel jed
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En este caso la restriccién de factibilidad queda separada en dos, observe
que cada una estd medida en sus propias unidades: la primera dice los kilos,
por ejemplo, de comida demandada iguala a los kilos de comida producida y, la
segunda, la cantidad de tiempo disponible se distribuye entre ocio y trabajo.

2.0.3 Economia de propiedad privada

Es aquella en la que cada consumidor ¢ tiene su vector de dotacién inicial de
mercancias w; € RY de tal forma que W = > icr wi y una participacion 6;; >
0 en los beneficios de la empresa j tal que >, ;0;; = 1 con j = 1,2,...,J,
quedando especificada como

E? = {{le ii}ie[ ) {YJ}]GJ 5 {wi; Hilv --~79iJ}Z‘€]} .

2.0.4 Eficiencia paretiana (PE)

Una asignacién (z,y) € F es PE si A(z,v) € F tal que @ 77 2;Vi € [ 'y 2y = x4
para algin s € 1.

2.0.5 Equilibrio walrasiano (EW)

Dada la economfa EP, un vector de precios p* € R” y la asignacion (x(p*), y(p*))
son EW si

Vj € Juyj(p") =argmax{p“y; s. a. y; € Y;},

Vi € I,z;(p*) =argmax{ Z; s. a. p*a; < p*w; —l—Z@ijp*yj(p*) ,
jed

D owp) =D wi+ >y

iel i€l jeJ

2.0.6 El primer teorema en una economia con produccién

Si {p*, (z(p*),y(p"))} es un EW, entonces (z(p*), y(p")) es PE.

D: Procedemos por reduccién al absurdo, por tanto, supongamos que hay
otra asignacién de mercado distinta a la walrasiana que Pareto-domina a (x(p*), y(p*)) .
Esto es, 3(x,y) tal que xz; = z;(p*) Vi € I — {s} y x5 > z4(p*) para algin s € I.

Pero en virtud de la monotonicidad esto implica que p*z; > p*x;(p*) Vi € I—{s}
y p*zs > p*as(p*) siendo que

pzi(p®) =prwi+ Y 0ip"y;(p"), (4)
jeJ
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por tanto, agregando para todos lo individuos, tiene que ocurrir que

Y optw =Y prm(pt) =) | prwi+ Y 0ip"y;(07) |

i€l el el jeJ
o bien
S optm =) prwi+ Y py (7). (5)
icl il jeJ

Por otro lado como y;(p*) es la combinaciéon maximizadora de beneficios para
J a los precios p*, ocurre que p*y;(p*) > p*y; Yy; € Yj, por tanto, agregando
para todas las empresas

> i) >ty

jeJ jeJ
> ptwi+ > pty(pt) > prwi+ Y pty;,
el jed iel jed

pero de acuerdo con (4)
> opmpt) > > prwi+ Y py;. (6)
iel iel jeJd
Comparando (5) con (6) se obtiene que
D ptwi > prwi Y pty;,
iel iel jeJ
lo que se puede escribir como

L L

L
PR mi> Y DY wit Y pi YU,
k=1 el k=1 el k=1 jeJ
de donde se deduce que

Z$i > sz +Zyj,

il i€l JjeJ

esto es (z,%) ¢ F'y por tanto f(z,y) que Pareto-domine a (z(p*), y(p*)), por lo
que (z(p*),y(p*)) es PE.

12
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Figure 4: Primer teorema del bienestar para una economia con produccién con
un consumidor y una tecnologfa con un input y un output.

3 Ejercicios

1) Sea una economia de intercambio puro con dos consumidores y dos mercancias
cuyas dotaciones iniciales son dos unidades de cada una. Hallar y representar
el conjunto de asignaciones eficientes en el sentido de Pareto para los siguientes
casos:

A) ambos consumidores son tipo Cobb-Douglas (no necesariamente iguales)

B) ambos consumidores son tipo Leontief (no necesariamente iguales)

C) ambos consumidores poseen preferencias lineales (no necesariamente iguales)

D) ambos consumidores poseen preferencias cuasi-lineales (no necesaria-
mente iguales)

E) el consumidor 1 posee preferencias Leontief y el 2 posee preferencias
Cobb-Douglas

F) el consumidor 1 posee preferencias lineales y el 2 posee preferencias Cobb-
Douglas

2) Suponiendo que la mercancia y es numerario y p es el precio de la mer-
cancia x (en términos de y) y que las dotaciones iniciales de cada individuo son
w; =(1,1) i=1,2. Hallar el equilibrio Walrasiano para todos los apartados del
ejercicio anterior.

3) Sea una economia con dos mercancias (x,y) y dos individuos cuyas pref-
erencias vienen dadas por ui(z1,y1) = Inxy +y1; uz (22, y2) = % In x5 + 1o, halle

A) el conjunto de asignaciones Pareto-eficientes

B) el micleo del intercambio

C) el equilibrio walrasiano

para los casos en que wy = (5,4) y we = (1,1); wy; = (3,1) y we = (3,4)

3) Sea una economfa con dos mercancias (x,y) y dos individuos cuyas prefer-
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encias vienen dadas por ui(x1,y1) = Inxy + y1; ua (22, y2) = 5lnxs + ya, donde
w1 = (1,0) y we = (0, 1). Hallar:

A) el conjunto de asignaciones Pareto-eficientes

B) el micleo del intercambio

C) el equilibrio walrasiano

4) Considere una economia con n individuos (preferencias regulares) y dos
mercancias: repollos y ocio (que consideraremos como numerario), donde una
cantidad ¢ de repollos es obtenida mediante la absorcién de C(q) unidades de
ocio. En este contexto determine:

a) las condiciones que deben cumplir las asignaciones Pareto-eficientes.

b) la condicién que ha de cumplir el equilibrio Walrasiano.

¢) Ponga ejemplo de, al menos, dos tecnologias para las cuales el equilibrio
Walrasiano no se sostenga.

5) Sea una economia con dos mercancias (x,y) producidas a partir de una
dotacién fija de 200 unidades de trabajo por periodo, mediante las tecnologias
=L, y = Ly, donde L, y L, representan las cantidades de trabajo
dedicadas a producir = e y respectivamente. Ademds las preferencias entre x e
y para esta economia vienen dadas por la funcién de utilidad U(z,y) = /Z, 9.
En este caso, hallar:

a) La asignacién Pareto-eficiente.

b) El equilibrio Walrasiano. ;Cudl serd el beneficio de las empresas en equi-
librio?

6)Sea una economia con n consumidores y dos mercancias de las cuales una
es producida, X; y la otra, Y, es numerario. Las preferencias de un consumi-
dor representativo vienen dadas por w;(x;,y;) = o;Inx; +y; con o; € (0,1) e
i=1,2,...,n; y cada uno de ellos estd dotado con una cantidad inicial w; > 1
de input primario. La produccién competitiva de X absorbe C(z) = 22/2
( donde x = )" x;) unidades agregadas de input primario. En ese caso hallar:

A) El nivel de produccién agregado x eficiente en el sentido de Pareto.
B) El equilibrio walrasiano, caracterizando las funciones de demanda y
oferta agregadas de la economia y los beneficios de la industria.

7) Hallar la asignacién eficiente en el sentido de Pareto de una economia
con produccién donde las preferencias del agente representativo vienen dadas
por u(x,y) = 30x — 1—10352 + y, donde x es la cantidad de bien producido e y es
ocio. La dotacién inicial de tiempo (recurso primario) es de 650 y los costes de
produccién industriales del bien bien producido vienen dados por C(z) = 5522
unidades de tiempo; Cuél es el precio de equilibrio walrasiano del bien producido
para la economia descrita? ;A cudnto asciende el beneficio de la industria y la
"renta nacional" de dicha economia?

8) Sea una economia de intercambio puro con dos individuos I = 1,2 y dos
bienes X,Y. La dotacién inicial TOTAL de cada uno de los bienes es 200 y 9000
respectivamente; las preferencias respecto de las cantidades (z;,y;) I = 1,2 de
cada bien vienen representadas respectivamente por las funciones de utilidad

1 3
uy(z1,y1) = 100z, — %xf +y1,  uz(w2,y2) = 90z, — @xi + Y.
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En ese caso hallar y REPRESENTAR:

A) El conjunto de asignaciones eficientes en el sentido de Pareto;

B) El precio de equilibrio walrasiano (considerando a ¥ como numerario)
para el caso wy = (200, 1000); we = (0, 8000).

9) Represente las curvas de oferta y demanda y calcule el precio de equilibrio
walrasiano para una economfa cuya funcién indirecta de utilidad (bienestar)
viene dada por

V(p, M) = (100 —p)* + M,

donde M = T + 7 representa la suma de la dotacién inicial de factor primario
y los beneficios de la industria que los individuos toman como dados; y p > 0
representa el precio del PIB. Y, por el lado de la oferta, la funcién de beneficios
de la industria competitiva que porduce el PIB viene dada por:

3 9

m(p) = 51’ .

15



